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概要
講演者は「どのような多項式がユニモジュラー偶格子上の自己同型の固有多項式として実現さ
れるか」という問題に関する Bayer-Fluckiger の定理を，自己同型の行列式が −1である場合に
拡張した．その応用として，20次のすべての Salem数の対数が（非射影的）K3曲面の自己同型
のエントロピーとして実現されることが証明できる．本講演ではこれらについて紹介する．

1 導入
「どのような多項式がユニモジュラー偶格子上の自己同型の固有多項式として実現されるか」と
いう問題が 2002 年に Gross と McMullen により取り上げられた [4]．格子とは階数有限の自由 Z
加群 Λ とその上の内積 b : Λ × Λ → Z の組のことである．ここで内積とは非退化対称双線型形
式のことである（正値性は仮定しない）．格子 (Λ, b) がユニモジュラーであるとは Λ がその双対
Λ∨ := {y ∈ Λ⊗Q | b(x, y) ∈ Z for all x ∈ Λ} に一致すること，偶であるとはすべての x ∈ Λに対
して b(x, x) ∈ 2Zが成り立つことである．格子 (Λ, b)上の自己同型といえば，加群としての自己同型
t : Λ → Λで内積を保存する，つまり任意の x, y ∈ Λに対して b(t(x), t(y)) = b(x, y)をみたすもの
を指す．以下，格子 (Λ, b)を単に Λとかくこともある．
上の問題は純粋に整数論的だが，あとで述べるように，K3曲面とよばれる複素曲面の自己同型へ
の応用がある．実際，彼らは [4]の中で K3曲面への応用についても述べている．
上の問題について考える前に少し言葉を用意する．F (X)を定数項 F (0)が 0でないモニック*1多
項式とする．F が ∗-対称であるとは F (X) が F ∗(X) := F (0)−1XdegFF (X−1) に一致するときに
いう．F が ∗-対称であるとき定数項 F (0)は 1または −1である．これに応じて F は +1-対称また
は −1-対称であるという．一般に標数が 2でない体上の内積空間の自己同型の固有多項式は ∗-対称
であることがいえる．
さて，F ∈ Z[X]を符号数 (r, s)のユニモジュラー偶格子上の自己同型の固有多項式とする．この
とき F は ∗-対称で，さらにm(F )を絶対値が 1より大きい F の根の重複も数えた個数として次の 2

条件 (Sg)，(Sq)をみたす：

r, s ≥ m(F )かつ「F (1)F (−1) 6= 0ならば r ≡ s ≡ m(F ) mod 2」． (Sg)

|F (1)|, |F (−1)|, (−1)(degF )/2F (1)F (−1)はすべて平方数． (Sq)

*1 多項式がモニックであるとは最高次の係数が 1であることである．



これらのことは F が分離的，すなわち重根をもたないという仮定の下で，GrossとMcMullen[4]に
よって証明されている．実際には分離的であるという仮定は不要であることが Bayer-Fluckiger[3]

により（別の方法で）で示されている*2．
GrossとMcMullenは +1-対称なモニック多項式 F が既約であれば，条件 (Sg)，(Sq)が，符号数

(r, s) のあるユニモジュラー偶格子上の自己同型の固有多項式として F が実現されるための十分条
件でもあると予想し，部分的に証明した．Bayer-Fluckiger と Taelman[1]はこの予想が正しいこと
を，局所-大域的な議論を用いることで証明した．一方でこの予想は，[4]の中でも指摘されているよ
うに，F が可約の場合には正しくない．Bayer-Fluckigerは [2, 3]の中で F が可約かつ +1-対称であ
る場合にも議論を進め，F が符号数 (r, s)のあるユニモジュラー偶格子上の半単純な自己同型の固有
多項式として実現されるための必要十分条件を与えた．講演者はこれを F が −1-対称である場合に
も拡張した [9]．以下，これらのことを定式化する．
r, sを非負整数，F ∈ R[X]を条件 (Sg)をみたす ∗-対称なモニック多項式とする．また V を符号

数 (r, s)の R上の内積空間とする．固有多項式が F であるような V 上の半単純な自己同型 tが与え
られたとき，V は

V =
⊕

f :Fの既約因子
V (f ; t), ただし V (f ; t) = {v ∈ V | f(t)v = 0}

と分解される．F の R[X]内での ∗-対称な既約因子全体の集合を I(R)とおき，写像 idxt : I(R) → Z
を

idxt(f) = rf − sf , ただし (rf , sf )は V (f ; t)の符号数

で定める．さらにこのようにして得られる写像全体の集合を Idxr,s(F )で表す：

Idxr,s(F ) = {idxt | tは固有多項式が F であるような V 上の半単純な自己同型 }.

ι ∈ Idxr,s(F )に対して idxt = ιとなるような自己同型 t : V → V を短く (F, ι)-自己同型とよぶこと
にする．格子上の自己同型 tが (F, ι)-自己同型とは tの線型拡張 Λ⊗ R → Λ⊗ R が (F, ι)-自己同型
であることである．

定理 1.1 r, sを r ≡ s mod 8をみたす非負整数*3，F ∈ Z[X]を (Sg), (Sq) をみたす ∗-対称なモ
ニック多項式，ι ∈ Idxr,s(F )とする．このとき以下は同値である：

(i) 符号数 (r, s)のユニモジュラー偶格子で，半単純な (F, ι)-自己同型をもつものが存在する．
(ii) ob : Ω → Z/2Z が零写像である．ここで Ω, ob はそれぞれ F と ι から決まる群と準同型で

ある．

Ω, obの定義を含め，§2でより詳しくこの定理について述べる．完全な証明は [9]をみてほしい．
次に，上の結果の K3曲面への応用について述べる．K3曲面とはコンパクト複素曲面*4のひとつ
のクラスで，単連結かつ標準束が自明なコンパクト複素曲面として定義される．最近の話題として，

*2 Bayer-Fluckigerの証明では自己同型が半単純であることを仮定しているが，その仮定も外すことができる．
*3 次のことが知られている：r ≡ s mod 8をみたす非負整数 r, sに対して符号数 (r, s)のユニモジュラー偶格子が存在
する．逆に (r, s)がユニモジュラー偶格子の符号数ならば r ≡ s mod 8が成り立つ．

*4 複素曲面とは 2次元の複素多様体で，実次元は 4である．



K3曲面上の自己同型の位相的エントロピーとして現れる数を決定する，というエントロピースペク
トラムの問題がある．K3曲面の自己同型のエントロピーは 0でなければ高々 22次の Salem数の対
数になることが知られている．ここで Salem数とは，実の代数的整数 λ > 1で，λ−1 と共役，かつ
λ±1 以外の共役が絶対値 1であるような数のことである．また，どんな K3曲面 X も中間コホモロ
ジー群 H2(X,Z)が交叉形式によって符号数 (3, 19)のユニモジュラー偶格子となる．このような格
子上の自己同型は一定の条件の下で K3曲面の自己同型と対応する．
これを利用して Bayer-Fluckigerと Taelmanは 22次の Salem数 λに対して，log λが K3曲面の

自己同型のエントロピーであるためには，λの最小多項式が (Sq)をみたすことが必要十分であるこ
とを示した [1]．さらに Bayer-Fluckiger は次数が 4, 6, 8, 12, 14, 16 の任意の Salem 数 λ に対して，
log λが（非射影的）K3曲面の自己同型でエントロピーとして実現されることを示している [3]．講
演者はこの流れに続いて，定理 1.1を用いて次のことを証明した [9]．

定理 1.2 λを 20次の任意の Salem数とする．このとき非射影的 K3曲面とその上の自己同型でエ
ントロピーが log λであるようなものが存在する．

§3で K3曲面の自己同型と格子の自己同型の関係をより詳しく述べ，上の定理の概略を与える．

2 定理 1.1の証明の概略
r, sを r ≡ s mod 8をみたす非負整数，F ∈ Z[X]を (Sg), (Sq) をみたす ∗-対称なモニック多項

式，ι ∈ Idxr,s(F ) とする．定理 1.1 では (ii)⇒(i) の証明が本質的なのでその概略を述べる．まず，
固有多項式が F の半単純な線型変換 αをもつ Qベクトル空間M を定義する．その後に，以下の条
件をみたす符号数 (r, s)の内積 b : M ×M → Qが存在するための条件を考える：

α : M → M は内積 bを保つ自己同型で idxα = ιをみたし，さらに
α-不変なユニモジュラー偶格子が (M, b)内に存在する． (1)

ここで一般に内積空間 (M, b) 内の格子 Λ といえば，M のある基底が Z 上生成する自由 Z 加群 Λ

で，bの Λへの制限によって Λが格子となるものを指す．上のような内積 bがM に定義できるため
の必要十分条件が (ii) であり，それが局所-大域的な議論によって示されるのである．ここでいう局
所-大域的な議論とは，Q上の問題をその“局所化”である p進数体や実数体 R上で考えたり，そう
して局所的に考えた問題ともとの“大域的な”問題（いまの場合は Q上の問題）との関係を議論し
たりすることを指す．§2.1で局所-大域的な議論のための準備をし，§2.2で証明の概略を 4つの段階
に分けてより詳しく述べる．なお，証明のアイデアの大枠は Bayer-Fluckiger[3]によるものである．
定理 1.1の完全な証明は [9]をみてほしい．

2.1 準備
まず，内積空間の不変量について考える．(V, b)を一般の体K 上の内積空間とし e1, . . . , edを V の

基底とする．次元 dは明らかに (V, b)の不変量である．d× d行列 (b(ei, ej))ij の行列式はK×/K×2

の元とみて基底に依らずに決まるから，これも (V, b) の不変量である．ここで K× := K \ {0}，
K×2 := {x2 | x ∈ K×} である．det(b(ei, ej))ij ∈ K×/K×2 を (V, b)の行列式といい det bで表す．



K が p 進数体 Qp（p は素数）のときは，これらに加えて Hasse-Witt 不変量とよばれる，
Z/2Z = {0, 1} に値をとる不変量が重要である．Qp 上の内積空間 (V, b) に対し，その Hasse-Witt

不変量を ϵp(b) で表す．本稿では Hasse-Witt 不変量の定義は割愛する*5が，例えば以下の事実が
Hasse-Witt不変量の重要性を端的に表している．

事実 2.1（[8, §4, Theorem 7]） pを素数とする．Qp 上のふたつの内積空間は，同じ次元，同じ
行列式，同じ Hasse-Witt不変量をもつとき，かつそのときに限り同型である．

つまり，次元，行列式，Hasse-Witt 不変量が Qp 上の内積空間の完全不変量である．なお，実数
体 R上の内積空間は符号数が完全不変量だが，Hasse-Witt不変量を定義することができる．R上の
内積空間にも Hasse-Witt不変量を考えることで，局所-大域的な議論が可能となる．
以下では Qの素点*6全体を V で表し，無限素点∞に対して Q∞ は実数体 Rを表すとする．また，

Q上の内積空間 (V, b)と素点 v ∈ V に対して，bの Qv ベクトル空間 V ⊗Qv への線型拡張を b⊗Qv

で表し，ϵv(b) := ϵv(b⊗ Qv)とする．次の事実は Q∞ = R上の内積空間にも Hasse-Witt不変量を
考えるひとつ理由としてみることができる．

事実 2.2（[8, §4.3]） (V, b)を Q上の内積空間とする．このときほとんどすべての素点 v で（i.e.,

有限個の素点を除いて）ϵv(b) = 0で，かつ∑
v∈V ϵv(b) = 0が成り立つ．

2.2 定理 1.1の証明の概略
r, sを r ≡ s mod 8をみたす非負整数，F ∈ Z[X]を (Sg), (Sq)をみたす ∗-対称なモニック多項

式，ι ∈ Idxr,s(F )とする．以下，定理 1.1の (ii)⇒(i) の証明の概略を 4つの段階に分けて述べる．
Step 1. 固有多項式が F の半単純な線型変換をもつ Qベクトル空間を定義． F の Q[X]内での既
約因子 f に対して，nf を F における f の重複度としMf := [Q[X]/(f)]nf とおく．そしてMf たち
を直和して得られる Qベクトル空間をM とする：M :=

⊕
f :Fの既約因子Mf．このとき Q[X] ↠ M

におけるX の像を αとすると，（M を Q代数∏
f M

f とみたときの）α倍写像M → M は F を固
有多項式とする半単純な線型変換である．
Step 2. 局所化． 仮に条件 (1) をみたす M の内積 b が存在するならば，各素点 v に対して
bv = b⊗Qv として，明らかに次の (P1)，(P2)が成り立つ．

α : Mv → Mv は内積 bv を保つ自己同型である． (P1)

v が素数 pならば α-不変な Zp-ユニモジュラー偶格子が (Mp, bp)内に存在する．
また v = ∞ならば idxα = ι.

(P2)

*5 Hasse-Witt不変量の定義は，例えば [8, §4.2]をみるとよい．ただし，本稿では値を {0, 1}にとるものとしている（加
法的）が，[8]では値を {1,−1}にとるものとしている（乗法的）．流儀の違いであって本質的な違いではない．

*6 本稿では素点の定義は割愛するが，もし知らなければ，ここでは素数または無限素点とよばれる記号∞と思えばよい．



ここで Zp は p 進整数環で，Zp-格子とは §1 で述べた格子の定義の Z を Zp で置き換えたものであ
る．また，非自明だが F (±1) = 0の場合は次の (P3)も各素点 v に対して成り立つ．

det(bv|MX∓1) =

{
(−1)s± |G(±1)| if n− is even

(−1)s±2|G(±1)| if n− is odd
in Q×

v /Q×2
v . (P3)

ただし G(X) = F (X)/((X − 1)nX−1(X + 1)nX+1) , s± = (nX∓1 − ι(X ∓ 1))/2である．
そこでMv 上の内積 bv の族 {bv}v∈V であって，各 bv に対して (P1)–(P3)が成り立ち，かつ

#{(v, f) ∈ V × I | ϵv(bv|Mf ) = 1} < ∞ (2)

をみたすもの全体を B とおく：

B = {{bv}v∈V | 各 bv は (P1)–(P3)をみたし，かつ (2)が成り立つ }.

ただし，I は多項式 F の Q[X]内での ∗-対称な既約因子全体の集合である．B は空でないことが証
明できる．
Step 3. 局所-大域原理． {bv}v ∈ B が∑

v∈V
ϵv(bv|Mf ) = 0 for all f ∈ I (3)

をみたすならば，α : M → M によって保存されるM の内積 bで，すべての v ∈ V で b⊗Qv
∼= bv

が成り立つものが存在する．標語的に言えば「(3)をみたす局所的な内積の族は同型を除いて大域的
な内積に持ち上がる」．定理 1.1の主張に現れる Ωや obは，(3)をみたす {bv}v ∈ Bが存在するため
の必要十分条件を記述するのに用いられる．これについては §2.3で改めて述べる．以下，(3)をみた
す {bv}v ∈ B が存在すると仮定し，それをひとつ固定する．また bを上のようなM の内積とする．
Step 4. 仕上げ． 各素数 pに対して (Mp, b ⊗ Qp)内の α-不変な Zp-ユニモジュラー偶格子 Λp を
適当に選ぶと

Λ := {x ∈ M | すべての素数 p対して (xのM → Mp における像) ∈ Λp}

が (M, b) 内の α-不変なユニモジュラー偶格子となる．また，b ⊗ Q∞ ∼= b∞ は (P2) をみたすので
M の（したがって Λの）符号数は (r, s)で idxα = ιが成り立っている．こうして，(F, ι)-自己同型
をもつ符号数 (r, s)のユニモジュラー偶格子の存在が示される．

2.3 局所-大域障害
ここでは (3)をみたす {bv}v ∈ B が存在するための必要十分条件を記述する．記号は §2.2の通り
とし，C(I) := {γ : I → Z/2Z} = (Z/2Z)⊕I とおく．また，η : B → C(I)を β = {bv}v ∈ B に対
して

η(β) = (f 7→
∑
v∈V

ϵv(bv|Mf ))

で定義する．β ∈ B に対して，(3)は η(β) = 0と書き換えることができて，さらに

η(β) · c = 0 for all c ∈ C(I) (4)



と同値である．ただし γ, c ∈ C(I)に対して γ · c =
∑

f∈I γ(f)c(f)である．この言い換えは明らか
だが重要である．
次に η の像 η(B) ⊂ C(I)がどのような集合か考える．簡単のため nX−1, nX+1 はともに 1でも 2

でもないと仮定する．このとき f, g ∈ I に対して素数の集合 Πf,g を次をみたす素数 p全体の集合と
して定義する：

f, g それぞれの Zp[X]内での ∗-対称な既約因子 f̂ , ĝ で，Fp[X]内で
f̂ mod pと ĝ mod pが共通の ∗-対称な既約因子をもつものが存在する．

ただし Fp は位数 pの有限体である．さらに C(I)に同値関係 ∼を次の 2項関係 Rで生成されるも
のとして定義する：

R(γ, γ′) ⇐⇒ γ′ = γ + 1{f,g} for some f, g with Πf,g 6= ∅

ただし H ⊂ I に対して 1H ∈ C(I)は特性関数である．以上の準備の下で次が成り立つ．

定理 2.3 η(β) ⊂ C(I)は ∼に関するひとつの同値類である．

この定理を用いてさらに条件 (3)を言い換える．C∼(I) := {c ∈ C(I) | c(f) = c(g) if Πf,g 6= ∅}
とおく．γ, γ′ ∈ C(I)に対して γ ∼ γ′ ならば任意の c ∈ C∼(I)に対して γ · c = γ′ · cが成り立つ．
したがって - · - : C(I) × C(I) → Z/2Zは C(I)/∼ ×C∼(I) → Z/2Zを誘導する．とくに定理 2.3

より
C∼(I) → Z/2Z; c 7→ η(β) · c for some β ∈ B (5)

が well-defined である．さらに実は β ∈ B に対して η(β) · 1I = 0 がいえる．そこで Ω :=

C∼(I)/{0,1I} とおくと (5) から Ω → Z/2Z が誘導される．この準同型を ob で表す*7．この
とき obが零写像であることが (4)と同値であり，したがって (3)とも同値である．
つまり，ob : Ω → Z/2Zが零写像ならば，§2.2で述べたように，(F, ι)-自己同型をもつ符号数 (r, s)

のユニモジュラー偶格子が存在する．以上が定理 1.1の (ii)⇒(i) の証明の概略である．
以下，定理 1.1の簡単な適用例に触れておく．

例 2.4 Ω が自明群ならば ob : Ω → Z/2Z は零写像であるしかない．例えば F が既約であれば Ω

は自明群である．つまり定理 1.1から，「F が既約ならば（任意の ιに対して）符号数 (r, s)のユニ
モジュラー偶格子で，半単純な (F, ι)-自己同型をもつものが存在する」ということがいえる．これは
Bayer-Fluckigerと Taelmanによる結果 [1]に他ならない．

より具体的な例として次のようなこともいえる．

例 2.5 F (X) = (X4 −X2 +1)(X − 1)4 とする．F は +1-対称で (r, s) = (8, 0)と (4, 4)の両方に
対して条件 (Sg)が成り立つ．また，条件 (Sq)も成り立つ．いまの場合，ΠX4−X2+1,X−1 は空集合
で Ω ∼= Z/2Zである．とくに obは必ずしも零とは限らない．実際，(r, s) = (8, 0)の場合は obが消

*7 obは「障害（obstruction）」に因んでいる．この障害が消えるとき，かつそのときに限り局所的な内積の族 {bv}v で
大域的な内積に持ち上がるものが存在するのである．



えない．これは F が符号数 (8, 0)のユニモジュラー偶格子，つまり E8 型格子の自己同型の固有多項
式ではあり得ないことを意味する．
一方で F は符号数 (4, 4) のユニモジュラー偶格子の自己同型の固有多項式としては実現できる．

実際，X4 −X2 +1と (X − 1)4 はそれぞれ +1-対称で条件 (Sq)をみたす．さらに (r, s) = (2, 2)に
対して条件 (Sg)が成り立つから，X4 −X2 + 1と (X − 1)4 はそれぞれ符号数 (2, 2)のユニモジュ
ラー偶格子の自己同型の固有多項式として実現できる．あとはそれらを直和すればよい．

3 K3曲面への応用
K3曲面とは，Enriques-Kodairaの分類とよばれる，コンパクト複素曲面の分類によるひとつのク

ラスで，単連結かつ標準束が自明なコンパクト複素曲面として定義される．標準束が自明なことは至
るところ消えない正則 2-形式が存在することを意味する．K3曲面の具体例としては，複素射影空間
P3 内の非特異 4次曲面，とくに {[x : y : z : w] ∈ P3 | x4 + y4 + z4 +w4 = 0} などが挙げられるが，
本稿では具体的な K3曲面というよりは曲面のクラスとしての性質が中心になる．この節では，K3

曲面の自己同型とユニモジュラー偶格子の自己同型の関係を述べ，定理 1.2の証明の概略を与える．

3.1 自己同型のリフト
まず，どんな K3曲面も微分同相であることが知られており，とくに（特異）コホモロジー群はど

んな K3曲面に対しても共通に次のようになっている：K3曲面 X *8に対して

H0(X ,Z) ∼= H4(X ,Z) ∼= Z, H1(X ,Z) = H3(X ,Z) = 0, H2(X ,Z) ∼= Z22.

さらに 2次コホモロジー群 H2(X ,Z)は交叉形式（カップ積）によって符号数 (3, 19)のユニモジュ
ラー偶格子となる．符号数 (3, 19) のユニモジュラー偶格子を K3 格子とよぶ．一般に不定値のユ
ニモジュラー偶格子は同型を除いて一意的であることが知られており，とくに K3 格子も一意的で
ある．
次に，K3曲面の 2次コホモロジー群に Hodge構造と Kähler錐とよばれる複素構造を反映した 2

つの構造が存在することを述べる．X を K3 曲面とし，X 上の消えない正則 2-形式を ωX で表す．
このとき H2(X ,C) = H2(X ,Z)⊗ Cの次の直和分解を X のHodge構造という：

H2(X ,C) = H2,0(X )⊕H1,1(X )⊕H0,2(X ).

ここで H2,0(X ) = CωX ,H0,2(X ) = CωX で H1,1(X )は交叉形式に関する H2,0(X ) ⊕H0,2(X )の
直交補空間，また · は複素共役である．なお，H2,0(X ) ⊕ H0,2(X ) の符号数は (2, 0)，したがっ
て H1,1(X ) の符号数は (1, 19) である．さらに，X の Kähler 類*9全体 KX は H1,1(X ) の実部
H1,1

R (X ) = {x ∈ H1,1(X ) | x = x} 内の錐をなす．これを X のKähler錐という．

*8 ここでは K3曲面を表すのに（多項式の不定元 X との重複を避けて）筆記体の X を用いているが，一般にこのような
慣習があるわけではない．

*9 Kähler類の定義は割愛するが，Kähler計量とよばれる“よい”軽量から定まる実 (1, 1)-形式が代表するコホモロジー
類のことである．



逆に，K3格子に形式的に Hodge構造と Kähler錐を定義することができる．(Λ, b)を K3格子と
する．ΛC := Λ⊗ C内のベクトル ω で Cω ⊕ Cω が正定値となるようなものは，ΛC の分解

ΛC = H2,0 ⊕H1,1 ⊕H0,2

を定める．ただしH2,0 = Cω,H0,2 = Cω でH1,1 はH2,0 ⊕H0,2 の直交補空間である．以下ではこ
の分解の代わりに単に上のようなベクトル ω ∈ ΛC を ΛのHodge構造という．さらに，H1,1 の実
部に，ルート系∆ = {r ∈ Λ∩H1,1 | b(r, r) = −2}のひとつのWeylの部屋として錐 Kが得られる．
このような錐 K を Λの Kähler錐という．Λの Hodge構造と Kähler錐の組を K3構造とよぶこ
とにする．
K3格子上の K3構造を保つ自己同型は次の意味で K3曲面上の自己同型に“持ち上がる”．例えば

[6, §6]をみるとよい．

事実 3.1 Λ を K3 格子とし，t : Λ → Λ をある K3 構造 (ω,K) を保つ自己同型とする．このとき
以下をみたす K3 曲面 X の自己同型 φ と格子としての同型写像 τ : H2(X ,Z) → Λ が存在する：
τ(ωX ) ∈ Cω, τ(KX ) = Kかつ図式

H2(X ,Z)
φ∗

//

τ

��

H2(X ,Z)

τ

��
Λ

t // Λ

が可換．

3.2 エントロピー
コンパクト位相空間上の自己写像には，位相的エントロピー（以下，単にエントロピーという）と

よばれる力学系的な*10量が定義される．エントロピーは非負の実数で，自己写像のある種の複雑さ
を定量化したものである．エントロピーが大きいほど写像は複雑であると考えることができて，例え
ば位数有限の写像のエントロピーは 0である．本稿ではエントロピーの定義は割愛するが，次の事実
によって K3曲面上の自己同型のエントロピーを求めることができる．

事実 3.2 φ : X → X を K3曲面 X 上の自己同型とする．このとき φのエントロピーは誘導準同型
φ∗ : H2(X ,C) → H2(X ,C)のスペクトル半径 max{|λ| | λは φの固有値 } の対数に等しい．

これは Gromovや Yomdinによる定理の特別な場合である．さらにこの事実から，K3曲面の自己
同型のエントロピーは 0でなければ高々 22次の Salem数の対数になることがいえる．詳しくは [5,

§3]をみるとよい．ここで次のようなエントロピースペクトラムの問題が生じる．

問題 3.3 どのような Salem数の対数が K3曲面の自己同型のエントロピーとして実現されるか？

事実 3.1，3.2によって，この問題は「どのような Salem数が，K3格子のある K3構造を保つ自己
同型のスペクトル半径として実現されるか？」という，ユニモジュラー偶格子の自己同型の問題に帰

*10 ここで力学系とは自己写像の反復合成を指す．



着する．現在までに知られている K3曲面のエントロピースペクトラムの問題に対する結果は，ほと
んどがこのような格子理論からのアプローチによって得られたものである（と思う）．
最後に定理 1.2の証明の概略を述べる．まず，λを 20次の Salem数とし S(X)をその最小多項式

とする．このとき，定理 1.1を用いると実は以下の条件をみたすような K3格子 Λ上の自己同型 tの
存在がいえる：

• tの固有多項式は F (X) := (X − 1)(X + 1)S(X)である．
• S(X)の根 δ で，δ に対応する tの固有ベクトルを ω ∈ Λ⊗ Cとすると Cω ⊕ Cω が正定値で
あるものが存在する．

上のような t を固定する．t のスペクトル半径は λ で，ω は t で保たれる Λ の Hodge 構造である．
いま Λの Kähler錐 Kを好きに固定する．一般には tは Kを保たないが，スペクトル半径を変えな
い変形で Kを保つようにできる．つまり次をみたす Λ上の自己同型 t̃が存在する：

t̃は K3構造 (ω,K)を保ち，かつ，そのスペクトル半径は λに等しい．

したがって事実 3.1，3.2より log λは K3曲面の自己同型のエントロピーとして実現される．
なお，上の証明では対応する K3曲面は必ず非射影的になる．ここで複素多様体が射影的であると

は（ある次元の）複素射影空間への埋め込みが存在することである．上の方法で，与えられたエント
ロピーをもつ射影的な K3 曲面の自己同型の存在を示そうとすると，K3 格子の自己同型が Kähler

錐を保つ条件を考えたときにより難しい問題が生じる（例えば [7]をみるとよい）．これが理由で，射
影的な K3曲面のエントロピースペクトラムの問題に対して，非射影的な場合のような結果はまだ得
られていない．射影的な場合は今後の課題である．
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