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概要
シンプレクティック多様体におけるフレアーホモロジーや深谷圏を具体的に構成するにあ
たって，概正則円盤の数え上げを欠かすことはできない．それが困難である１つの理由として
具体的に構成されている概正則円盤の例が少ないことが挙げられる．本稿は勾配樹木と概正則
円盤を定義し，T ∗R における直線に囲まれる概正則円盤について，その基本的な例を与える
Schwarz-Christoffel 写像について解説したのちに，それを応用した概正則円盤の構成例につい
て紹介する.

1 導入
深谷圏の具体的な構成やラグランジュ交差のフレアーホモロジーの具体的な計算は困難な場合が多

い．それはフレアー鎖複体における境界準同型や深谷圏における射の高次の積を考える上で概正則円
盤の数え上げは必須であるが，具体的に構成されるラグランジュ部分多様体たちを境界にもつ概正則
円盤の例は少ないことが 1つの要因である．一般に，多様体M の余接束 T ∗M のラグランジュ切断
はM 上の関数の外微分のグラフとして記述できる．論文 [1]は与えられた複数の T ∗M のラグラン
ジュ切断が零切断に十分に近いとき，それらに囲まれる T ∗M 上の概正則円盤のモジュライ空間がラ
グランジュ切断に対応するM 上の関数で構成される勾配樹木のモジュライ空間と多様体として微分
同相であることを示した．本稿ではM = R，かつラグランジュ切断が全てアファインであるときに
ついて，上述の勾配樹木と概正則円盤について議論する．まず，深谷圏の積構造に対応する，関数
が 3つの場合の勾配樹木を分類する．一方，単位円盤から複素平面内の多角形への双正則写像として
Schwarz-Christoffel写像が存在する．これにより，M = Rの場合，勾配樹木に対応する概正則円盤
は 3つの直線に囲まれる三角形への Schwarz-Christoffel写像で記述できる．さらに，M = R2 にお
いても Schwarz-Christoffel写像を応用した勾配樹木に対応する概正則円盤の具体的構成例について
紹介する．



2 準備
2.1 勾配樹木と概正則円盤
勾配樹木と概正則円盤を定義する前に次を定義する．

定義 2.1. ループを持たない 1次元有限単体複体を樹木という．また，樹木を T として T に含まれ
る 0次元単体複体 v と 1次元単体複体 eをそれぞれ T の頂点，T の辺という．特に T の頂点 v がた
だ 1つの辺にのみ含まれるとき，その v を T の端点という．

この樹木を単位円に樹木の端点が円周上に写像するように埋め込むと，単位円は有限個の領域に分
割される（図 1）．そこで次を定義する．以下，D を複素平面上の原点中心の単位円とする．
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図 1 樹木による単位円の分割

定義 2.2. T を樹木とする．i : T −→ D が任意の端点 v ∈ T に対して i(v) ∈ ∂D が成り立ち，
i(T ) ∩ ∂D が T の全ての端点からなるような埋め込みであるとき，組 (T, i)のことをリボン樹木と
いう．

(T, i) を #{i(T ) ∩ ∂D} = k を満たすリボン樹木であるとする．この k 個の点を反時計回りに
z1, z2, · · · , zk と番号づけをし，それぞれの逆像を vi とする．そして vi を端点に持つ辺を ei とする．
さらに i(T )によって分割された D の領域を次のように番号をつける．辺 i(ei)を点 zi から D の内
部に進む時に i(ei)の左側に隣接する領域を Di，右側に隣接する領域を Di+1 とする（Dn+1 = D1

であることに注意）．このとき，T がループを持たないことから T を構成するすべての辺の iによる
像は必ずある 2つの領域 Di, Dj に挟まれる．これらを踏まえて以下のように多様体M 上の勾配樹
木と余接束 T ∗M 内の概正則円盤を定義する．

定義 2.3. M を多様体，g をその多様体がもつリーマン計量，f1, · · · , fk を任意の i に対して
fi+1 − fi(fk+1 = f1) がモース関数となるような M 上の実数値関数とする．また，(T, i) を
#{i(T ) ∩ ∂D} = k を満たすリボン樹木とし，{v1, . . . , vk} を T の端点全体の集合とする．このと
き，連続写像 I : T −→ M に対して



• pi を fi+1 − fi の非退化な臨界点とすると I(vi) = pi

• ei を (−∞, 0]と同一視して

dI|ei
dt

= −gradg(fi+1 − fi) (以下 gradgは勾配ベクトル場)

• e 6= ei(i = 1, 2, · · · , k) のとき e を [0, l(e)]（l(e) は e の長さに相当）と同一視して，更に
Dlef(e), Drig(e) をそれぞれ i(e)の向きに対して左に隣接している領域と右に隣接している領
域とすると

dI|e
dt

= −gradg(frig(e) − flef(e))

が成り立つとき，I またはその像をM 上の勾配樹木という．

本稿では上で定義した勾配樹木を構成した上でそれに対応した概正則円盤を具体的に構成する．
概正則円盤を定義する前にシンプレクティック多様体とそのラグランジュ部分多様体について定義
する．

定義 2.4. M を 2n次元実多様体とする．M が ω∧n 6= 0となるM 上の閉 2次形式 ω をもつとき，
M をシンプレクティック多様体という．LをM の n次元部分多様体とし，ω|L = 0を満たすとき，
LをM のラグランジュ部分多様体という．

さらに，シンプレクティック多様体は偶数次元の実多様体だから，概複素構造をもつ．

定義 2.5. J : M −→ hom(TM, TM); p 7−→ Jp ∈ hom(TpM,TpM) がM の概複素構造であると
は，M の任意の点 pに対して J2

p = −idTpM が成り立つものをいう．

以上を踏まえ，複数個のラグランジュ部分多様体に囲まれるシンプレクティック多様体上の概正則
円盤を定義する．

定義 2.6. Dを Cにおける原点中心の半径 1の開円盤，zi(i = 1, · · · , n)を ∂D上の反時計回りに順
序づけされた n個の点として，∂iD を zi−1 と zi を端点にもちこの 2点以外の点 zj を含まない円弧
とする．また，M をシンプレクティック多様体，Li(i = 1, · · · , n)をM のラグランジュ部分多様体
とする．そして，M,Cがもつ概複素構造をそれぞれ J, j とする．このとき，w : D −→ M が

dw ◦ j = J ◦ dw, w(∂iD) ⊂ Li, w(zi) ∈ Li ∩ Li+1 (i = 1, · · · , n, Ln+1 = L1)

を満たすとき，それを L1, · · ·Ln に囲まれる概正則円盤という．

以上で定義した勾配樹木と概正則円盤は，樹木の端点が 3 つ，かつM = R のとき，図 2 のよう
に対応している．論文 [1]ではラグランジュ部分多様体が fi を用いて graph(dfi)と記述できる場合
で勾配樹木に対応する概正則円盤を求めた．ちなみに graph(dfi) の元は任意の点 p ∈ M に対して
(p, (dfi)p)と書ける．また，論文 [1]では任意の iに対して graph(dfi)が零切断に十分に近いならば
fi を genericにとると勾配樹木と概正則円盤それぞれに関するモジュライ空間は多様体として微分同
相になることが示されている．更に f1, · · · , fk で構成される勾配樹木と概正則円盤に関するモジュ
ライ空間を定義する．



x

y

T ∗R

R

w

概正則円盤

I

勾配樹木

π

図 2 勾配樹木と概正則円盤の対応

定義 2.7. M をリーマン計量 gをもつ n次実多様体，f⃗ = (f1, f2, · · · , fk)は定義 1.3を満たす fi の
組，pi を fi+1 − fi の非退化な臨界点として p⃗ = (p1, p2, · · · , pk)とする．また，J を T ∗M の概複
素構造，L⃗ = (L1, L2, · · · , Lk)を T ∗M のラグランジュ部分多様体 Li の組，xi ∈ Li ∩ Li+1 として
x⃗ = (x1, x2, · · · , xk)とする．このとき，Mg(M : f⃗ , p⃗)を I(vi) = pi を満たす勾配樹木 I 全体の集
合，MJ(T

∗M : L⃗, x⃗)を w(zi) = xi を満たす概正則円盤 w全体の集合とすると，前者を勾配樹木に
関するモジュライ空間，後者を概正則円盤に関するモジュライ空間という．

さらに，勾配樹木に関するモジュライ空間と概正則円盤に関するモジュライ空間はジェネリックな
fi に対してどちらも

k∑
i=1

µ(pi)− (k − 1)n+ (k − 3)

の次元を持つ実多様体になる．[1] ここで，µ(pi) は点 pi における fi+1 − fi の Morse 指数とする．
この事実は勾配樹木を分類する際に用いる．

2.2 Schwarz-Christoffel写像
以下は概正則円盤を具体的に構成するために必要な単位円から多角形への双正則写像である

Schwarz-Christoffel写像について解説する．

定理 2.8 ([2]). P を z1, · · · , zn を頂点に持ち，点 zi における内角が π− πµi である多角形の内部と
する．上半平面から P への等角写像は必ずある α, β ∈ Cと a1, · · · , an ∈ Rを使って

f(z) = α

∫ z

0

dz

(z − a1)µ1 · · · (z − an)µn
+ β

と表され，f(ai) = zi が成り立つ．

Proof. Γを P の境界とする．また，µi > 0のときこれは wi における外角に相当し，µi > 0のとき
P は wi で凹んでいることがわかる．これにより

∑n
i=1 µi = 2である．ai ∈ Rを zi に対応させる点

とし，n個の点によって実軸を分割する．ここで鏡像原理を実軸に対して適用すると，今考えている
関数は下半平面にまで解析接続され，その像は P を Γのいずれかの辺に対して対称移動したものD′



になる．もう一度鏡像原理を実軸に対して使うと再び上半平面へ解析接続され，その像は D′ の境界
のいずれかの辺に対して対称移動したものD′′ になる．すると，D′′ はDを回転移動または平行移動
したものになる．これにより，上半平面からD,D′′ にそれぞれに写像する関数をそれぞれ f, f1 とす
ると，A,B ∈ Cを使って f1(z) = Af(z) +B と書ける．これにより

f ′′
1 (z)

f ′
1(z)

=
f ′′(z)

f ′(z)

が成り立つ．この等式の右辺を g(z)とすると，g は単価関数であり，a1, · · · an を特異点に持つ．次
に ai の近傍で

h(z) = [f(z)− f(ai)]
1
αi

を考える．これは
f(z) = f(ai) + [h(z)]1−µi

とも書ける．h(z)は ai の近傍では特異点ではないことと，h(ai) = 0より，h1(ai) 6= 0となる ai を
特異点に持たない h1 を用いて

f(z) = f(ai) + (z − ai)
1−µi [h1(z)]

1−µi

と表される．これより， ai を特異点に持たない k(z)を使って

f ′′(z)

f ′(z)
= − µi

z − ai
+ k(z)

が成り立つ．よって g(z) + µi

z−ai
は ai を特異点に持たない．以上の操作を i = 1, · · · , nに対して行

うと，
g1(z) := g(z) +

n∑
i=i

µi

z − ai

は a1, · · · , an を特異点に持たない．リウヴィルの定理より g1 は定数であり，0になる．ゆえに

f ′′(z)

f ′(z)
= −

n∑
i=i

µi

z − ai

が成り立つ．これを積分することによって定理が得られる．

この定理で登場する写像を上半平面における Schwarz-Christoffel写像という．さらに上半平面と
単位円はメビウス変換によってそれぞれの点を 1対 1に対応させることができるので，変数変換を行
うことで単位円における Schwarz-Christoffel写像を考えることも可能である．

3 研究結果
本章では T ∗R 内の概正則円盤を具体的に構成する．特にそれぞれの 3 つのアファインラグラン

ジュ切断を境界にもつ概正則円盤で，かつただ一つに定まる勾配樹木対応するものについて考察す
る．また，ラグランジュ切断は局所的に必ずある R上の関数 f を用いて graph(df)と書くことがで



きる．さらに，アファインラグランジュ切断を用いるので，用いるべき関数 f は少なくとも R上の
2次多項式でなければならない．これをもとに次の 3つの関数を用意する．

f1 = 0

f2 = a2x
2 + b2x+ c2

f3 = a3x
2 + b3x+ c3

この 3つの関数が fi+1 − fi がモース関数になり，勾配樹木のモジュライ空間の多様体としての次元
が 0であるように係数を定めなければならない．

補題 3.1. i = 1, 2, 3に対して fi+1 − fi がモース関数になり，勾配樹木のモジュライ空間の多様体
としての次元が 0であるための必要十分条件は

a3 < a2 < 0

a2 < 0 < a3

0 < a3 < a2

のいずれかを満たすことである．

Proof. まず勾配樹木のモジュライ空間の多様体としての次元が 0であると仮定すると pi を fi+1− fi

の非退化な臨界点，µ(pi)をその点における fi+1 − fi のMorse指数として
3∑

i=1

µ(pi)− (3− 1) + (3− 3) =

3∑
i=1

µ(pi)− 2 = 0

が成り立つ．これを満たす指数の組み合わせ (µ(p1), µ(p2), µ(p3))は

(1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)

である．次に指数の組み合わせが実現するための必要十分条件を求める．そのためには fi+1 − fi の
ヘッセ行列を求め，その負の固有値の個数について考察すれば良い．すると，

d(f2 − f1) = a2, d(f3 − f2) = a3 − a2, d(f1 − f3) = −a2

であるため， 
(µ(p1), µ(p2), µ(p3)) = (1, 1, 0) ⇐⇒ a3 < a2 < 0

(µ(p1), µ(p2), µ(p3)) = (1, 0, 1) ⇐⇒ a2 < 0 < a3

(µ(p1), µ(p2), µ(p3)) = (0, 1, 1) ⇐⇒ 0 < a3 < a2

が成り立つ．これにより命題が示された．

以下 a2, a3 を補題 3.1にある大小関係のいずれかを満たすことを仮定する．勾配樹木を考察するた
めに，臨界点の指数が 0, 1である場合で勾配曲線がどのように変化するかについて述べる．

補題 3.2. 関数 fi+1 − fi = ax2 + bx+ cの非退化な臨界点 pi を通る勾配曲線は以下の通りである．

x(t) =


− b

2a
(a > 0)

x(0)e−2at − b

2a
(a < 0)



Proof. a 6= 0とすると関数 f(x) = ax2 + bx+ c(a 6= 0)は非退化な臨界点 x = − b
2a をもつ．この点

における関数 f の指数は a > 0のとき 0，a < 0のとき 1である．臨界点から出る勾配曲線は

d

(
x+

b

2a

)
dt

= −2a

(
x+

b

2a

)
, lim

t→−∞
x(t) = − b

2a

で求めることができる．この解は x = Ae−2at − b
2a（Aは実定数）である．ここで a < 0の時 e−2at

は t → −∞で 0に収束するので，A = x(0)とすれば良い．また，a > 0の時 e−2at は t → −∞で
発散してしまうので A = 0となる．

この補題を踏まえ勾配樹木を構成する．fi+1 − fi の非退化な臨界点 pi を求めると

p1 = − b2
2a2

, p2 = − b3 − b2
2(a3 − a2)

, p3 = − b3
2a3

となる．なお，pi から出る勾配曲線を Ii とする．例えば (µ(p1), µ(p2), µ(p3)) = (0, 1, 1)のとき，こ
の指数を実現させるための必要十分条件は 0 < a3 < a2 であるから勾配樹木は

I1(t) = − b2
2a2

, I2(t) = − b2
2a2

e−2(a3−a2)t − b3 − b2
2(a3 − a2)

, I3(t) = − b2
2a2

e−2a3t − b3
2a3 − a2

となる．他の指数の組み合わせの時も同様に構成することができる．
次に，この勾配樹木に対応する概正則円盤を構成する．その結果は以下の通りである．

定理 3.3. a2, a3 が補題 4.1に挙げた 3つの条件のいずれかを満たすとき，R上の関数 fi から得ら
れる勾配樹木に対応する T ∗R 上の概正則円盤の一つは Schwarz-Christoffel 写像であり，その像は
直線に囲まれる三角形になる．

Proof. dfi のグラフは T ∗R ∼= R2 上で以下の通りである．

y = 0, y = 2a2x+ b2, y = 2a3x+ b3 (x, y は R2上の座標)

また，graph(dfi)と graph(dfi+1)の交点 xi を求めると以下の通りである．

x1 =

− b2
2a2
0

 , x2 =

 − b3 − b2
2(a3 − a2)

−a2b3 + a3b2
a3 − a2

 , x3 =

− b3
2a3
0


a2, a3 が補題 3.1に挙げられる 3つの条件のいずれかを満たすとき

a2a3(a3 − a2) < 0

となるので， (
− b2
2a2

+
b3
2b3

)
· −a2b3 + a3b2

a3 − a2
=
−a3b2 + a2b3

2a2a3
· −a2b3 + a3b2

a3 − a2

=− (−a2b3 + a3b2)
2

2a2a3(a3 − a2)
> 0
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図 3 graph(dfi)を 2成分ごとに射影

が成り立つ．これにより， 
− b2
2a2

< − b3
2b3

,
−a2b3 + a3b2

a3 − a2
< 0

− b2
2a2

> − b3
2b3

,
−a2b3 + a3b2

a3 − a2
> 0

のどちらかを満たすので，xi を通る円を描くと円周上には反時計回りに xi が並ぶ．このことと概正
則円盤が満たすべき方程式は単位円上のコーシーリーマン方程式と同値であることから，今から求め
る概正則円盤の 1 つとして単位円から xi を頂点とする三角形への等角写像を考えることができる．
その等角写像は Schwarz-Christoffel写像である．

さらに，M = R2, k = 3で概正則円盤を具体的に構成できる場合が存在する．最後に概正則円盤
を構成できる例を 1つ挙げる．まず，M = Rの場合と同様に R2 上の 2次多項式を用意する．ここ
では fi を 

f1 = 0

f2 = −
√
3

2
x2 −

√
3

2
y2

f3 =

√
3

2
x2 +

√
3

2
y2 + 2

√
3x+ 2

√
3y

とする．勾配樹木のモジュライ空間の次元を 0 にするための必要十分条件は，∑3
i=1 µ(pi) = 4 で

あるが，この場合 µ(p1) = 2, µ(p2) = 0, µ(p3) = 2 となるのでモジュライ空間の次元は 0 であり，
実際に勾配樹木は一意に得られる．次にこの勾配樹木に対応する概正則円盤を具体的に構成する．
graph(dfi)はそれぞれ

graph(df1) = {(x, y, 0, 0)|x, y ∈ R}

graph(df2) =
{(

x, y,−
√
3x,−

√
3y
)∣∣∣x, y ∈ R

}
graph(df3) =

{(
x, y,

√
3x+ 2

√
3,
√
3y + 2

√
3
)∣∣∣x, y ∈ R

}
となる．そこで，3つのアファインラグランジュ切断をそれぞれ T ∗R2 を第 1成分と第 3成分のみ，
第 2成分と第 4成分のみ射影したものを考えると図 3を得る．なお，太線が graph(dfi)を射影した
ものである．すると，図 3で得られる直線に囲まれる 2つの三角形の頂点は反時計回りにたどるべき
であることが pi の情報から明らかであるので，Schwarz-Christoffel写像を用いることができる．こ
こで単位円から図 3 のそれぞれの三角形に写す Schwarz-Christoffel 写像をそれぞれ w1, w2 として
単位円から T ∗R2 ∼= C2 への写像 w を w(z) = (w1(z), w2(z))とすると，これは graph(dfi)に囲ま



れる概正則円盤の 1つになる．実際に w1, w2 は同じ写像であるため任意の単位円周上の点で同じ値
を取るので，単位円周上の点 z に対して w(z)は graph(dfi)上の点になる．
さらに fi を

g1 = 0

g2 =

(
−
√
3

2
− 1

2
ϵ2

)
x2 + ϵ2xy +

(
−
√
3

2
− 1

2
ϵ2

)
y2

g3 =

(√
3

2
− 1

2
ϵ3

)
x2 + ϵ3xy +

(√
3

2
− 1

2
ϵ3

)
y2 + 2

√
3x+ 2

√
3y

と変形させると graph(dgi) の交点は前の具体例で得られるものと一致するが，ϵ2, ϵ3 を µ(p1) =

2, µ(p2) = 0, µ(p3) = 2が成り立つようにとると gi によって構成される勾配樹木は前の例と一致す
る．また，その勾配樹木に対応するような graph(dgi)に囲まれる概正則円盤の 1つは，前の例と同
様の考察をすることによって前の例で構成した概正則円盤であることが確かめられる．
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