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Abstract

Schur 多項式は表現論では対称群や一般線型群の指標を表す特殊多項式であり, Schubert calculus においては,
Grassmann多様体のコホモロジー環の Schubert類を表す特殊多項式である. 多項式の特徴としては, 整数係数対称
多項式環の基底である. つまり任意の対称多項式は Schur多項式の和であらわすことができる. Schubert calculusに
は Schur多項式以外にも様々な特殊多項式が現れ, ここでは対称な特殊多項式たちの Schur多項式への変換を考える.
この研究は早稲田大学の中山勇祐氏との共同研究である.

1 Introduction

Schur多項式は一般線型群の既約な多項式表現の指標であり, さらに Schubert calculusにおいてはGrassmann多様体
のコホモロジー環の Schubert類をあらわす特殊多項式である.

Schur多項式は partitonで添字づけられる多変数多項式である. ここで partitionとは有限の正整数の広義単調減
少列である. Schur多項式の多項式としての特徴としては対称であり, 整数係数対称多項式環の基底になる. つまり任
意の対称多項式は Schur多項式の線型結合で表すことができる. Schubert calculusには Schur多項式以外にも様々な
対称な特殊多項式が現れる. Schubert calculusにあらわれる対称な特殊多項式の Schur多項式での展開を考える.

2 Schur多項式とSchubert calculus

Schur多項式が Schubert calculusでは Schubert classをあらわす特殊多項式になっている. このことについて簡単に
説明する. 詳しくは池田岳先生の本 [8]をみられたい.

2.1 Schubert多様体

定義 2.1. 正整数の有限広義単調減少列 λ = (λ1, · · · , λℓ) を partitionという. このとき ℓを λの lengthという. λ
を partition とする. D(λ) := {(i, j) ∈ Z>0 × Z>0|1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ λi} を λ の Young diagram という. |λ| で
|λ| := λ1 + · · ·+ λℓ をあらわす.

• P :the set of all partitions

• Pm := {λ = (λ1, · · · , λℓ) ∈ P|ℓ ≤ m}

• Pm(n) := {λ = (λ1, · · · , λℓ) ∈ P|ℓ ≤ m,λ1 ≤ n}

定義 2.2. 正整数の狭義単調減少列 λ = (λ1, · · · , λℓ) を strict partitionという. ℓを λの lengthという. λを strict
partittionとする. SD(λ) := {(i, j) ∈ Z>0 × Z>0|1 ≤ i ≤ ℓ, i ≤ j ≤ λi + i− 1}を λの shifted Young diagramという.
Partitionと同様に |λ|で |λ| := λ1 + · · ·+ λℓ をあらわす.

• SP :the set of all strict partitions

• SPm := {λ = (λ1, · · · , λℓ) ∈ P|ℓ ≤ m}

• SP(m) := {λ = (λ1, · · · , λℓ) ∈ P|λ1 ≤ m}



λ を length ℓ の partition とする. この λ に対して 1 行目に λ1 個の箱を横に並べ, 2 行目に λ2 個の箱を並
べ,· · · ℓ 行目に λℓ の箱を並べた箱の集まりを考える. D(λ) はこの箱の集まりと同一視する. つまり D(4, 2, 1) =

{(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 1), (2, 2), (3, 1)} = と同一視する. ここで D(λ)の元 (i, j)は箱の位置を表して

いる. 同様に (4, 2, 1)を strict partitionとみなすと SD(4, 2, 1) = {(1, 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 2), (2, 3), (3, 3)} である
から, 次の箱の集まり と同一視する.

これ以降 partition とその Young diagram, strict partitionとその shifted Young diagram は断りなく同一視する.

定義 2.3. 2つの prtitions λ = (λ1, · · · , λℓ), µ = (µ1, · · · , µℓ′)に対して ℓ ≤ ℓ′かつ λi ≤ µi,∀i = 1, · · · , ℓのとき λ ⊂ µ
とあらわす.

定義 2.4. Gr(m,Cn) := {V ⊂ Cn|dimV = m}をGrassmann多様体という. λ ∈ Pm(n−m) = {λ = (λ1, · · · , λℓ)|ℓ ≤
d, λ1 ≤ n− d}とCnの旗 F • : {0} = Fn ⊂ Fn−1 ⊂ · · · ⊂ F 0 = Cn,dimF i = n− iに対して Schubert 多様体Ωλ(F

•)
を

Ωλ(F
•) := {V ∈ Gr(m,Cn)|dim(Fλi+d−i ∩ V ) ≥ i, 1 ≤ i ≤ m}

で定義する.

Schubert多様体には次の特徴がある.

• Ωλ(F
•) は Gr(m,Cn) の irreducible closed subvarietyになる.

• Ωλ(F
•)はH2|λ|(Gr(m,Cn))の元 [Ωλ(F

•)]を定め, またこの classは選んだ旗に寄らない.

• σλ := [Ωλ(F
•)] を Schubert Class とよび, これらの class たち {σλ|λ ∈ Pm(n − m)} は, コホモロジー環

H∗(Gr(m,Cn))の Z-基底になる.

• 整数 cνλ,µを σλσµ =
∑

ν c
ν
λ,µσν で定義する. お互いに十分一般の旗を選べば#(Ωλ(F

•) ∩Ωµ(F
′•) ∩Ων∨(F ′′•))

は一定の有限の値をとり, この値は cνλ,µ に一致する. ここで ν∨ は ν∨i = n−m− νm+1−i である partitionであ
る. cνλ,µ を Schubert 構造定数という.

2.2 Schur多項式

定義 2.5. λ = (λ1, · · · , λℓ) ∈ Pm を partitionとする. Schur多項式 sλ(x1, · · · , xm)を

sλ(x1, · · · , xm) :=
det(xλi+m−i

j )1≤i,j≤m

det(xm−i
j )1≤i,j≤m

で定義する.

この多項式は対称多項式環 Z[x1, · · · , xm]Sm の Z-基底になっている. 次の定理は Schubert calculusにおいて基本
的な事実である.

定理 2.6. 次の写像 πm は全射な Z 代数としての準同型である.

πm : Z[x1, · · · , xm]Sm −→ H∗(Gr(m,Cn))

sλ(x1, · · · , xm) 7→

{
σλ λ ∈ Pm(n−m)

0 λ ̸∈ Pm(n−m)

この対応により構造定数を代数的な計算から求めることができる.



3 そのほかの特殊多項式

Schubert多様体は Grassmann多様体以外の多様体でも定義することができ,さらに Schubert classも K理論的環で
も (他にも同変版や量子版などでも)定義できる.

定義 3.1. (Lascoux–Schützenberger[4])

λ ∈ Pm を partitionとする. Grothendieck多項式 G
(β)
λ (x1, · · · , xm)を

G
(β)
λ (x1, · · · , xm) =

det(x
λj+m−j
i (1 + βxi)

j−1)1≤i,j≤m

det(xm−i
j )1≤i,j≤m

で定義する.

Grothendieck多項式には次の特徴がある.

• G(β)
λ (x1, · · · , xm)は次数が |λ| (deg(β) := −1)の斉次な対称多項式である.

• {G(β)
λ (x1, · · · , xm)|λ ∈ Pm}は Z[β][x1, · · · , xm]Sm の Z[β]基底をなす.

• G(0)
λ (x1, · · · , xm) = sλ(x1, · · · , xm)

• Schubert calculusにおいては Grassmann多様体の K理論の Schubert classを表す特殊多項式である.

定義 3.2. (Schur[6], Ikeda–Naruse[3]) λ = (λ1, · · · , λℓ) ∈ SPn を strict partitionとする.
Schur P , Schur Q多項式, GP,GQ多項式をそれぞれ次で定義する.

Pλ(x1, · · · , xn) =
1

(n− ℓ)!
∑
w∈Sn

w

[
xλ1
1 xλ2

2 · · ·x
λℓ

ℓ

∏
1≤i<j≤n,i≤ℓ

xi + xj
xi − xj

]

Qλ(x1, · · · , xn) =
1

(n− ℓ)!
∑
w∈Sn

w

[
xλ1
1 xλ2

2 · · ·x
λℓ

ℓ

ℓ∏
i=1

(2 + βxi)
∏

1≤i<j≤n,i≤ℓ

xi + xj
xi − xj

]

GP
(β)
λ (x1, · · · , xn) =

1

(n− ℓ)!
∑
w∈Sn

w

[
xλ1
1 xλ2

2 · · ·x
λℓ

ℓ

∏
1≤i<j≤n,i≤ℓ

xi ⊕ xj
xi ⊖ xj

]

GQ
(β)
λ (x1, · · · , xn) =

1

(n− ℓ)!
∑
w∈Sn

w

[
xλ1
1 xλ2

2 · · ·x
λℓ

ℓ

ℓ∏
i=1

(2 + βxi)
∏

1≤i<j≤n,i≤ℓ

xi ⊕ xj
xi ⊖ xj

]
.

ここで演算⊕,⊖はそれぞれ x⊕ y := x+ y + βxy, x⊖ y := x−y
1+βy で定義する. また Snは n次の対称群をあらわし 対

称群の元 w ∈ Sn は x = (x1, · · · , xn)の添字に自然に作用する.

Grothendieck多項式とおなじようにこれらの多項式も Schubert classを表す特殊多項式である. 特にこれらの多項式
は対称であるから, Schur多項式で展開できるはずである. よってここで考えたい問題は「Grothendieck多項式, Schur
P , Schur Q, GP, GQ多項式をそれぞれ Schur多項式で展開」することである.

4 多項式たちの関係

Schur 多項式,Grothendieck 多項式, Schur P , Schur Q, GP, GQ 多項式を導入した. これらの多項式の関係を説明
する. ΛZ,m := Z[x1, · · · , xm]Sm を m変数の対称多項式環という. ρn : ΛZ,n+1 −→ ΛZ,n f(x1, · · · , xn, xn+1) 7→
f(x1, · · · , xn, 0) で準同型が存在する. この準同型から環 ΛZ := lim←−ΛZ,mが定義できこの環を対称関数環という. さら
に sλ(x1, · · · , xn, 0) = sλ(x1, · · · , xn)が成立する. Schur関数を sλ(x) := lim←− sλ(x1, · · · , xn)で定義する.
同様に Gλ(x), Pλ(x), GPλ(x), Qλ(x), GQλ(x)も定義する.



4.1 GP関数とGQ関数

命題 4.1. λ ∈ SPn を長さ ℓの strict partitionとする. このとき次の等式が成立する.

Pλ(x) = 2−ℓQλ(x).

上の等式を Schur P 関数の定義とすることもある.

定義 4.2. 2つの strict partitions λ ⊃ µに対して skew diagram SD(λ/µ) := SD(λ) \ SD(µ)の各行が 2個以上の箱を
持たないときこの diagramを shape λ/µ の vartical stripという. また |λ/µ|で |λ| − |µ|をあらわす.

命題 4.3. (Chiu–Marberg[2]) µ ∈ SPn を長さ ℓの strict partitionとする.

GQ(β)
µ (x) = 2ℓ

∑
λ

(−1)cols(λ/µ)
(
−β
2

)|λ/µ|

GP
(β)
λ (x)

ただし右辺の partition λは λ ⊃ µ, ℓ(λ) = ℓかつ |λ/µ|は vertical stripをみたすように動く. また cols(λ/µ)は λ/µの
列の個数である.

この等式は β = 0を代入すると上の Schur P , Schur Qの関係が得られる.

例 1.

GQ
(β)
(3,2)(x) = 4GP

(β)
(3,2)(x) + 2βGP

(β)
(4,2)(x)− β

2GP
(β)
(4,3)(x)

SD(µ) =

であるから, 右辺の λは

SD(λ) = , ,

をみたす strict partition (3, 2), (4, 2), (4, 3)である.

4.2 Schur多項式とGrtohendieck多項式

定義 4.4. 2つの partitions λ ⊃ µに対して skew diagram D(λ/µ)を D(λ) \ D(µ)で定義する. また |λ/µ|で |λ| − |µ|
をあらわす.

定義 4.5. 2つの partitions λ, µ ∈ P が λ ⊃ µを満たすとする. T を skew Young diagram D(λ/µ)の各 boxに次の条
件で正の整数を入れたものとする. これを shape µ/λの strict tableauという.

(1) T (i, j) < T (i, j + 1),

(2) T (i, j) < T (i+ 1, j).

命題 4.6. (Lenart[5]) Grothendieck多項式は Schur多項式の線型結合として次のように表せる.

G
(β)
λ (x1, · · · , xm) =

∑
λ⊂µ⊂λ̂

β|µ/λ|gλ,µsµ(x1, · · · , xm)

λ̂は λ+(0, 1, 2, · · · ,m−1)を表し, µは λを含み λ̂に含まれる partitionである. gλ,µは各 i行の entryを 1, 2, · · · , i−1
に制限した shape µ/λの strict tableauxの個数である. ここで i行とは λ, µの i行と一致するようにとる. また gλ,λ := 1
とおく.



例 2.

G
(β)

(x1, x2, x3) = s (x1, x2, x3) + βs (x1, x2, x3) + 2βs (x1, x2, x3) + 2β2s (x1, x2, x2) + β3s (x1, x2, x2)

である. λ = (3, 1)のとき, λ̂ = (3, 1) + (0, 1, 2) = (3, 2, 2)は partitionであるから右辺の partitionは (3, 1)と (3, 2, 2)
の間を動き, 各係数は次で求める.

g , = #

{
1

}
= 1 , g , = #


1

,

2

 = 2,

g , = #

 1

1

,

2

1

 = 2 , g , = #


2

1

1

 = 1.

定義 4.7. 2つの partitions λ, µ ∈ P が λ ⊂ µを満たすとする. T を skew Young diagram D(µ/λ)の各 boxに次の条
件で番号を入れたものとする. これを shape µ/λの strict tableauという.

(1) T (i, j) ≤ T (i, j + 1),

(2) T (i, j) < T (i+ 1, j).

命題 4.8. (Lenart[5]) Schur多項式は Grothendieck多項式の線型結合で次のように表せる.

sλ(x1, · · · , xm) =
∑

λ⊂µ,ℓ(µ)≤m,µ1=λ1

(−β)|µ/λ|fλ,µG(β)
µ (x1, · · · , xm)

fλ,µは shape µ/λの semistandard tableauで各 i行が 1, · · · , i− 1であるものの個数. ここで i行とは λ, µの i行と一
致するようにとる. また fλ,λ := 1とおく.

例 3.

s (x1, x2, x3) = G
(β)

(x1, x2, x3)− β(G(β)
(x1, x2, x3) + 2G

(β)
(x1, x2, x3))

+β2(2G
(β)

(x1, x2, x3) + 3G
(β)

(x1, x2, x3))− 3β3G
(β)

(x1, x2, x3) + 3β4G
(β)

(x1, x2, x3)

である. 実際, λ = (3, 2)のとき, 右辺の pratition µは µ1 = λ1, ℓ(µ) ≤ 3, λ ⊂ µを満たすものであるから (3, 2) ⊂ µ ⊂
(3, 3, 3)を動き, 各係数は次で求める.

f , = #

{
1

}
= 1 , f , = #


1

,

2

 = 2

f , = #


1

1
,

2

1

 = 2 , f , = #


11

,

21

,

22

 = 3

f , = #


11

1
,

21

1
,

22

1

 = 3 , f , = #


1 21

1
,

2 21

1
,

2 22

1

 = 3



4.3 Schur P関数と Schur多項式

Schur P 関数の Schur多項式への展開公式は Stembridge[7]によって与えられたが, ここでは Assaf[1]の方法を紹介
する.

定義 4.9. nを正の整数, とする.部分集合 D ⊂ {1, 2, · · · , n− 1} に対して関数 FD,n を

FD,n :=
∑

i1≤···≤in
j∈D⇒ij<ij+1

xi1 · · ·xin

で定める. この関数を slide関数という.

この関数は対称ではないが任意の対称関数はこれらの線型結合で表せることが知られている.

命題 4.10. (Assaf, Gessel) λ ∈ P, µ ∈ SP とする.

sλ(x) =
∑

T∈T (λ,|λ|)

FDes(T ),|λ|

Pµ(x) =
∑

T∈T ′(µ,|µ|)

FDes(T ),|µ|

Qµ(x) =
∑

T∈T ′′(µ,|µ|)

FDes(T ),|µ|

(T (λ, |λ|), Des(T )の定義は次の章で与える) この関係を使い Assafは Schur P関数の Schur多項式への展開を次
の方法で与えた.

• T ′(µ, |µ|)にある involutions {ψi}1<i<|µ| を入れる.

• この involutionsは自然に T ′(µ, |µ|)に同値関係を定義する.

• 任意の同値類 ∀[T ] ∈ T ′(µ, |µ|)/ ∼に対して,
∑

U∈[T ] FDes(U),|µ| = sλ となる λが存在する.

5 GP, GQ関数とGrothendieck多項式

5.1 Tableauxとwords

定義 5.1. λ ∈ P, sを 0以上の整数とする. T をYoung diagram D(λ)の各 box (箱)に次の条件で整数 1, 2, · · · , |λ|+ s
を入れたものとする. このとき T を standard tableauという.

(1) T (i, j) < T (i, j + 1) ((i, j + 1) ∈ D(λ)である全ての (i, j) ∈ D(λ)で ),

(2) T (i, j) < T (i+ 1, j) ((i+ 1, j) ∈ D(λ)である全ての (i, j) ∈ D(λ)で ).

(3) T は各整数 i = 1, 2, · · · , |λ|+ sをちょうど 1回使う.

• T (λ, |λ|+ s)を shape λの standard tableauxからなる集合を表す.

例 4.

T
(

, 4
)

=

{
4

3

12
,

3

4

12
,

4

23

1
,

3

24

1
,

2

34

1
,

24

3

1
,

23

4

1
,

34

2

1
}

また ℓ(λ) > mのとき T (λ,m) = ∅である.



定義 5.2. λを strict partition, sを 0以上の整数とする. SD(λ)の各 boxに順序付き alphabet 1′ < 1 < 2′ < 2 · · · <
(|λ| + s)′ < |λ| + sの空でない部分集合を次の条件 (1), · · · , (4)をみたすように入れた tableau T を shifted standard
tableauという.

(1) maxT (i, j) < minT (i, j + 1)

(2) maxT (i, j) < minT (i+ 1, j)

(3) T (i, i) ⊂ {1, 2, · · · , |λ|+ s}

(4) 各 t = 1, · · · , |λ|+ sに対して T のなかに t, t′ はちょうど一度現れる.

• T ′(λ, |λ|+ s)を shape λの shifted semistandard tableauxからなる集合を表す.

• T ′′(λ, |λ|+ s)を (4)の条件を外した shape λの shifted semistandard tableauxからなる集合を表す.

例 5. T ′( , 4)は次の tableauxで構成される.

4

312
,

4

3′12
,

4

231
,

4

2′31
,

4

23′1
,

4

2′3′1
,

34

21
,

34

2′1

Standard tableauxと shifted standard tableauxに対しての wordのよみかたを例を用いて説明する.
最初に standard tableauxの wordについて説明する. 次の standard tableau T

1, 2 4 8 12

3 5, 9 11, 13

6, 7, 10

を例に考える. この tableauの word w(T )は 10, 7, 6, 3, 9, 5, 13, 11, 2, 1, 4, 8, 12である. これは次のように得られる.
一番下の行から上に, 各行左から右によむ. つまり次の番号の boxからよむ.

5 6 7 8

2 3 4

1

このとき同じ box に入っている整数は大きい方からよむ. これより w(T ) = 10, 7, 6, 3, 9, 5, 13, 11, 2, 1, 4, 8, 12
がわかる. Word w = w1, · · · , wn に対して descent Des(w) を Des(w) := {i|iは i+ 1の右にある } で定義する.
T ∈ T (λ, |λ| + s)に対する word を w(T )とする. Tableau T の descent Des(T )を Des(T ) := Des(w(T ))で定義
する. T が上の tableauのとき Des(T ) = {1, 2, 4, 5, 6, 8, 9, 12}である. 次に shifted standard tableau T の word を

与える. T =
4′6′

5

23′1 とする. この tableauの shape は である. この図形の転置した図形 を

T にくっつける. このときこの tableauは 4′6′

5

23′1 となる. 最後にこの tableauの prime 付きの整数を prime



をのぞいて対応する転置した位置に移す. このときこの tableau は
3

46

5

21 となる. T をこの tableau と同

一視する. w(T ), Des(T ) をこの tableau の word で standard tableau の word と同じように定義する. 今の例では
w(T ) = 6, 4, 3, 5, 1, 2, Des(T ) = {2, 3, 5}である.

5.2 Slide関数への展開

次の結果は Assaf, Gesselの結果を拡張である.

定理 5.3. (Nakayama–Sugimoto) λ ∈ P, µ ∈ SP とする.

G
(β)
λ (x) =

∑
s≥0

βs

( ∑
T∈T (λ,|λ|+s)

FDes(T ),|λ|+s

)

GP (β)
µ (x) =

∑
s≥0

βs

( ∑
T∈T ′(µ,|µ|+s)

FDes(T ),|µ|+s

)

GQ(β)
µ (x) =

∑
s≥0

βs

( ∑
T∈T ′′(µ,|µ|+s)

FDes(T ),|µ|+s

)

この公式から µ = (k)という特別な場合の GP,GQ関数の Grothendieck多項式への展開公式が得られる.

系 1.

GP
(β)
(k) (x) =

k−1∑
i=0

G
(β)
(k−i,1i)(x) + β

k−1∑
k=1

GP
(β)
(k+1−i,1i)(x)

例 6.

GP
(β)

(x) = G
(β)

(x)

GP
(β)

(x) = G
(β)

(x) +G
(β)

(x) + βG
(β)

(x)

GP
(β)

(x) = G
(β)

(x) +G
(β)

(x) +G
(β)

(x) + β
(
G

(β)
(x) +G

(β)
(x)
)

GP
(β)

(x) = G
(β)

(x) +G
(β)

(x) +G
(β)

(x) +G
(β)

(x) + β
(
G

(β)
(x) +G

(β)
(x) +G (x)

)

わかりやすくするために Grothendieck多項式の添字は partitonでなくその Young diagramで表している.

命題 4.6と系 1を合わせることで lengthが 1の場合の GP多項式を Schur多項式で書き換えることができる.
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