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概要
超平面配置のトポロジーにおいて，「様々な位相不変量が組み合わせ的に決まるか？」という
のは中心的な問題であり，これまで多くの研究があった．「補集合の局所系係数ホモロジーや，
Milnorファイバーや被覆空間のトーションが組み合わせ的に決まるか？」というのは未解決問題
である．本講演では，二重被覆の 2-トーションに対する公式が得られたので，それについて紹介
する．また，超平面配置の整係数の局所系係数コホモロジーの最近の進展についても併せて紹介
する．本講演の内容は石橋卓氏 (株式会社 ARISE analytics)と吉永正彦氏 (大阪大学)との研究
に基づく．

1 導入 1 –超平面配置–

本節では，本研究の題材である超平面配置について必要事項を説明する．超平面配置の一般論につ
いては [12]を参照．

定義 1.1. ベクトル空間 Cℓ もしくは射影空間 CP ℓ 内の超平面の有限集合 A = {H1, · · · ,Hn}を超
平面配置という．その補集合をM(A) = Cℓ \

∪n
i=1 Hi (or CP ℓ \

∪n
i=1 Hi)と表す．

超平面配置からは，超平面たちの交わり方の組み合わせ的な情報が定まる．

定義 1.2. 超平面配置 Aの交叉半順序集合 L(A)を以下で定める．

L(A) = {
∩
H∈B

H | B ⊂ A，
∩
H∈B

H ̸= ∅}

ただし，B = ∅のときは Kℓ =
∩

H∈∅ H と約束し，半順序は X ≤ Y ⇔ X ⊃ Y と定める．

超平面配置のトポロジーにおいては，補集合M(A)や次節で定義を与えるMilnorファイバー FA

のトポロジーが交叉半順序集合 L(A)の情報のみに記述されるか？すなわち，組み合わせ論的情報に
よりきまるか？というのが大きな問題意識である．

2 導入 2 –Milnor ファイブレーション–

本節では，本研究のモチベーションとなる超平面配置のMilnorファイバーについて概要を説明す
る．Q = Q(x1, · · · , xℓ+1) ∈ C[x1, · · · , xℓ+1]を複素係数の ℓ+ 1変数の多項式とし，とくに Qが線



形な一次式 αi(x1, · · · , xn)の積で表されていると仮定する．

Q(x1, · · · , xn) =

n∏
i=1

αi(x1, · · · , xn).

Qは多項式函数 Q : Cℓ+1 → Cを定める．簡単な計算により，Qの臨界値は 0 ∈ Cのみであること
がわかる．超平面Hi = α−1

i (0)と定めると，Qが一次式 αi たちの積で書かれていることから，臨界
値 0の逆像は

Q−1(0) =

n∪
i=1

Hi

となり，Q−1(0)は超平面の和集合として表すことができる．従って，多項式 Qは Cℓ+1 内の超平面
配置 A = {H1, · · · ,Hn}を定めるといえる．
多項式函数 Qの超平面配置の補集合への制限 Q : M(A) → C× を考える．これはファイバー束に
なることが知られており [10]，Milnorファイブレーションと呼ばれる．

定義 2.1. ファイバー束 Q : M(A) → C× のファイバーを FA := Q−1(1)とおく．これは超平面配
置 AのMilnorファイバーと呼ばれる．

また，Qは線形な一次式の積であり，とくに斉次多項式となる．したがって，Qは射影空間 CP ℓ

内の超平面配置 A = {H1, · · · , Hn}を定める．ここで各 Hi は

Hi = {[x1, · · · , xℓ+1] ∈ CP ℓ | αi(x1, · · · , xℓ+1) = 0}

である．こうして得られる CP ℓ 内の超平面配置の補集合をM(A) = CP ℓ \
∪n

i=1 Hi と表す．
さて，前節のおわりに超平面配置の補集合やMilnorファイバーのトポロジーが組み合わせ論的情
報により決まるか？というのが大きな問題意識であると述べた．これについて，以下が成り立つこと
が知られている．

定理 2.2. (Orlik-Solomon [11]) 超平面配置の補集合M(A)の Betti数 bk(M(A))やコホモロジー
環 H∗(M(A),Z)の構造は組み合わせ論的情報により記述される．同様のことがM(A)についても
成り立つ．

そこで，Milnorファイバー FAに対しても同様のことが成り立つと考えるのは自然である．しかし
ながら，Milnorファイバーについてこれは (1次の Betti数でさえも)未解決である．(2022年現在)

問題 2.3. 超平面配置の Milnor ファイバーの Betti 数 bk(FA) やコホモロジー環 H∗(M(A),Z) は
組み合わせ論的情報により記述されるか？特に 1次 Betti数 b1(FA)はどうか？

これについて，関連する二つの問題が考えられていた．

(i) Papadima-Suciuにより Milnor ファイバーの Betti 数 bk(FA) を組み合わせ的に記述する公
式が予想された．([14], Conjecture1.9)

(ii) Milnorファイバーのホモロジー H1(FA,Z)はトーションを持つか？

本研究では，これらの間に密接な関係があることがわかった．詳細は次の節で述べる．



組み合わせ論的記述の観点からは，超平面配置の補集合に比べて，Milnorファイバーを調べるの
は難しいと言える．しかしMilnorファイバーと補集合はモノドロミーについての基本的な考察をす
ることで，関連づけられる．
多項式 Qは斉次多項式で次数は nである．したがって，Milnorファイバー FA にはモノドロミー
として，巡回群 ⟨λ ∈ C× | λn = 1⟩ ∼= Zn が作用する．具体的にはモノドロミー写像 h : F → F は
h(x) = λ·xにより与えられる．また，モノドロミー hはホモロジーの自己同型 h∗ : Hk(F ) → Hk(F )

を誘導する．このとき，以下の命題が成り立つ．（証明や詳細な議論については例えば [3]の Section

1などを参照）

命題 2.4. モノドロミーの作用による商空間 FA/Zn はM(A)と同相になる．とくに，F はM(A)

上の n次巡回被覆となる．
また，Milnorファイバーの C-係数のホモロジーについて，以下が成り立つ．

Hk(FA,C) ∼=
⊕
λn=1

Hk(FA,C)λ

∼=
⊕
λn=1

Hk(M(A),Lλ).

ここで，Hk(FA,C)λ はモノドロミー h∗ に関する λ-固有空間，Hk(M(A),Lλ) は各 λ に対応する
M(A)上の階数 1の複素係数の局所系 Lλ の局所系係数ホモロジーである．

この命題から，超平面配置の補集合上の被覆空間や，局所系係数ホモロジーを研究することは
Milnor ファイバーを調べる上で重要であるといえる．そこで本研究では，超平面配置の補集合の
二重被覆空間や，これまで研究がほとんどなかった整係数の局所系係数ホモロジーについて研究を
行った．

3 二重被覆
本節では，Papadima-Suciu により予想された公式の精密化とも言える，二重被覆空間の 2-トー
ションの個数に関して得られた結果を述べる．本節を通して，X を CW 複体の構造をもつ連結
な位相空間とする．0 でない元 ω ∈ H1(X,Z2) を一つ固定する．このとき，同型 H1(X,Z2) ∼=
Hom(H1(X,Z),Z2) ∼= Hom(π1(X),Z2)があるので，ωは群準同型 π1(X) → Z2

∼= {±1}を定める．
ω ̸= 0よりこれは全射である．この群準同型の核 Ker(π1(X) → {±1})は π1(X)の指数 2の部分群
である．従って，ω は二重被覆 pω : Xω → X を定める．また，π1(X) → {±1} ∼= Z× = AutZ(Z)
は階数 1の Z係数の局所系 Lω を定める．

定義 3.1. 局所系 Lω の k 次元の局所系係数ホモロジーの階数を ρk(ω)と表す．すなわち

ρk(ω) = rankZ Hk(X,Lω) = dimC Hk(X,Lω ⊗Z C)

とする．

命題 3.2. 二重被覆空間のホモロジーのモノドロミー固有分解は以下のようになる:

Hk(X
ω,C) ∼= Hk(X,C)⊕Hk(X,Lω ⊗Z C)．



特に，Betti数について
bk(X

ω) = bk(X) + ρk(ω)

が成り立つ．

以後，はじめに固定した ω ∈ H1(X,Z2)が ω ∧ ω = 0を満たすと仮定する．このとき，ω をかけ
るという写像

ω ∧ − : Hk(X,Z2) → Hk+1(X,Z2)

はコチェイン複体 (H•(X,Z2), ω ∧ −) を誘導する．このコチェイン複体は mod 2 青本複体と呼ば
れる．

定義 3.3. mod 2青本複体の k 次のコホモロジーを αk(ω)と表す．すなわち，

αk(ω) = rankZ2
Hk(H•(X,Z2), ω ∧ −)と定める．

注意 3.4. 特に X = M(A)が超平面配置の補集合の場合を考える．αk(ω)はコホモロジーの環構造
のみを用いて定義されるので，定理 2.2より αk(ω)は組み合わせ論的情報により記述される数であ
ることがわかる．

Papadima-Suciuにより次の不等式が示されている．

定理 3.5. (Papadima-Suciu [13])
ρk(ω) ≤ αk(ω).

彼らは X = M(A)が超平面配置の補集合であり，被覆 F → M(A)が超平面配置 A（のコーニン
グ）のMilnorファイバーである場合には，等式 ρk(ω) = αk(ω)が成り立つと予想した [14]．これが
前節で述べた Papadima-Suciuにより予想された公式 (の一部)である．
最近，吉永によりこの等式に対する反例が発見された [17]．AID = {H1 · · · ,H15}を図 1のよう
な C2 内の直線配置（二十・十二面体配置と呼ばれる）とする．e1, · · · , e15 ∈ H1(M(AID),Z2)を
各直線のメリディアンにより定まる H1(M(AID),Z2)の双対基底とする．ω =

∑15
i=1 ei とする．こ

のとき ρ1(ω) = 0，α1(ω) = 1となる（計算の詳細は [17]の Theorem 4.3の証明を参照）．これによ
り不等式

ρ1(ω) < α1(ω)

が得られる．
一方で，対応する二重被覆のホモロジーH1(M(AID)

ω,Z) ∼= Z15 ⊕Z2 となり，2-トーションを持
つことが知られている．さらに，AID をコーニングして得られる C3 内の平面配置 cAID のMilnor

ファイバーについても H1(FcAID ,Z) ∼= Z15 ⊕ Z2 となることがわかっている．これは Milnor ファ
イバーのホモロジーにトーションがあらわれる初めての例である．
本研究では，上記の不等式のギャップがホモロジーの 2-トーションに由来するものであるとわかっ
た．そのことについて述べていく．

定義 3.6. 二重被覆空間 Xω の 2-トーション部分を

Hk(X
ω,Z)[2] = {a ∈ Hk(X

ω,Z) | 2a = 0}
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図 1 （デコーニングされた）二十・十二面体配置 AID = {H1, . . . , H15}

と表す．これは Z2 上のベクトル空間とみなすことができ，その階数を
τk(X

ω) = rankZ2 Hk(X
ω,Z)[2]

と表す．τk(X
ω) は Hk(X

ω,Z) を巡回群の直和で表した際の偶数位数の直和成分の個数に他なら
ない．

定理 3.7. (石橋-菅原-吉永 [6]) X を連結な CW複体とし，ω ∈ H1(Xω,Z2)が ω ∧ ω = 0を満たす
とする．このとき，以下が成り立つ :

αk(ω) = ρk(ω) + τk(X
ω) + τk−1(X

ω).

特に，αk(ω) = ρk(ω)が成り立つことと，Hk(X
ω,Z)と Hk−1(X

ω,Z)がともに 2-トーションを持
たないことが同値である．

Proof. 証明は rankZ2
Hk(Xω,Z2)を二通りの方法で計算することで得られる．初めに，普遍係数定

理を用いると以下の同型が得られる;

Hk(Xω,Z2) ∼= Hom(Hk(X
ω,Z).Z2)⊕ Ext(Hk−1(X

ω,Z),Z2).

この右辺の階数を計算することで，
rankZ2

Hk(Xω,Z2) = bk(X) + ρk(ω) + τk(X
ω) + τk−1(X

ω)

となることがわかる．一方，吉永 ([17]) により transfer 完全系列を用いることで以下の公式が得ら
れている:

rankZ2 H
k(Xω,Z2) = bk(X) + αk(ω).

これらを比較することにより，定理の等式が得られる． 2



特に k = 1の場合には次が得られる．

系 3.8.
α1(ω) = ρ1(ω) + τ1(X

ω)

であり，α1(ω) > ρ1(ω) であることと，H1(X
ω,Z) が非自明な 2-トーションを持つことは同値で

ある．

Proof. H0(X
ω,Z) ∼= Zであるから，常に τ0(X

ω) = 0となることより従う． 2

注意 3.9. 再び X = M(A) が超平面配置の補集合である場合を考える．上記の系から二重被覆の
Betti数 b1(M(A)ω) = b1(M(A)) + α1(ω) − τ1(M(A)ω)となる．b1(M(A))や α1(ω)は組み合わ
せ論的情報により記述されることがわかっているので，「二重被覆の Betti 数 b1(M(A)ω)が組み合
わせ的に記述できるか？」という問題については，二重被覆のホモロジーの 2-トーションの個数
τ1(M(A)ω)の組み合わせ的な記述が関わってくる．

4 整係数の局所系係数コホモロジー
本節では，最近研究が盛んになっている整係数の局所系係数コホモロジーについて述べる．局所系
や局所系係数コホモロジーの一般論については，例えば [5]の第 6章などを参照されたい．また，本
節ではM = M(A) を Cℓ 内の超平面配置の補集合とし，整係数，複素係数のことをそれぞれ Z-係
数，C-係数と書くことにする．
係数となる代数 R = Z or Cとする．M 上の階数 1の R-係数の局所系 Lは特性準同型

ρ : π1(M) → AutR(R) ∼= R×

を定めることにより得られる．ここで R× は単元からなる群である．R = Zの場合は R× = {±1}
であり，R = Cの場合は R× = C× である．
超平面配置の補集合の C-係数の局所系係数コホモロジーは，超幾何積分の文脈で盛んに研究され

てきた．その中でも代表的なもの結果として，genericな局所系に対する「消滅定理」と呼ばれるも
のがいくつかある（[1][9][2]など）．Cohen，Dimca，Orlikにより示された消滅定理は以下の通りで
ある．

定理 4.1. (Cohen-Dimca-Orlik [2]) Cℓ 内の超平面配置の補集合M 上の C-係数の階数 1の局所系
Lが「CDO条件」を満たすと仮定する．このとき，以下が成り立つ．

Hk(M,L) ∼=
{

C|χ(M(A))| (k = ℓ),
0 (k ̸= ℓ).

ここで χ(M)はM の Euler数である．

CDO条件の定義はここでは紹介しないが，ある genericな条件である．([16]の Definition 2.1を
参照)また，超平面配置の補集合M の Euler数が組み合わせ的に記述できることを踏まえると，次
が成り立つことがわかる．



系 4.2. M 上の C-係数の階数 1 の局所系が CDO 条件を満たすとき，局所系係数コホモロジー
H∗(M,L)は組み合わせ的に記述することができる．

本稿で紹介するのは，CDO条件の下での Z-係数の局所系係数コホモロジーのふるまいである．こ
れについて，次が成り立つことが示された．

定理 4.3. (菅原 [16]，Liu-Maxim-Wang [8]) Cℓ 内の超平面配置の補集合M 上の Z-係数の階数 1

の局所系 Lが CDO条件を満たすと仮定する．このとき，以下が成り立つ．

Hk(M(A),L) ∼=

 Zβℓ ⊕ Zβℓ−1

2 (k = ℓ),

Zβk−1

2 (1 ≤ k ≤ ℓ− 1),
0 (それ以外).

ここで βk = |
∑k

i=0(−1)i · bi(M)|である．

この定理は初めに菅原 [16]により複素化された実超平面配置の場合に示された．[16]の方法は実構
造を用いたコホモロジーの計算方法を用いることで定理を示している．後に，Liu-Maxim-Wang[8]

により一般の複素超平面配置の補集合に対してこの定理が成り立つことが示された．彼らは偏屈層の
理論を用いてコホモロジーを計算している．
βℓ = |

∑ℓ
i=0(−1)i · bi(M)| = χ(M)であるから，Cをテンソルすることで，C-係数に対する元の

CDO定理を復元することがわかる．また，超平面配置の補集合M の Betti数が組み合わせ的に記
述できることを踏まえると，次が成り立つことがわかる．

系 4.4. M 上の Z-係数の階数 1 の局所系が CDO 条件を満たすとき，局所系係数コホモロジー
H∗(M,L)は組み合わせ的に記述することができる．

前の節では，ω ∈ H1(M,Z2) を一つ固定することで，Z-係数の階数 1 の局所系 Lω と二重被覆
pω : Mω → M が与えられることを見た．そこで，対応する局所系係数ホモロジー Hk(M,Lω)と二
重被覆空間のホモロジー Hk(M

ω,Z)に関係があると推測するのは自然な発想である．これらの間に
密接な関係があることが Liu-Liuにより示された．特に k = 1の場合については以下が成り立つ．

定理 4.5. (Liu-Liu [7]) M を Cℓ 内の超平面配置の補集合とする．このとき，二重被覆のホモロジー
と対応する局所系係数ホモロジーについて

H1(M
ω,Z) ∼= Zb1(M)+r ⊕ Zd1

⊕ · · · ⊕ Zdk

が成り立つことと

H1(M,Lω) ∼= Zr ⊕ Z2d1
⊕ · · · ⊕ Z2dk

⊕ (Z2)
b1(M)−r−k−1

が成り立つことは同値である．ここで d1, · · · , dk は 1 < d1 | · · · | dk をみたす整数である．

注意 4.6. 彼らは二重被覆空間のセル複体に対する Laurent 多項式環の作用を調べることで公式を
得ている．また，上記の定理は超平面配置の補集合に限らず，一般の極小 CW複体 (= kセルの個数
が k 次 Betti数と等しくなる CW複体)に対して成り立つことが知られている．超平面配置の補集
合が極小 CW複体とホモトピー同値になることは，Papadima-Dimca [4]，Randell [15]等により知
られている．



定理 4.3，4.5を踏まえると次が成り立つことが直ちにわかる．

系 4.7. 超平面配置の補集合M 上の階数 1の Z-局所系が CDO条件を満たすとする．このとき，二
重被覆Mω のホモロジーについて

H1(M
ω,Z) ∼= Zb1(M)

が成り立つ．特に，H1(M
ω,Z)は組み合わせ論的情報から記述することができる．
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