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概 要

非対称単純排他過程 (Asymmetric Simple Exclusion Process: ASEP)は，排除体積効果を持つ粒子が左右に
非対称なレートでホッピングする古典確率過程模型である．この排除体積効果をボソン系の相互作用で擬似的に
表せることが知られている [1]．本レポートでは，その詳細な計算を紹介する．このボソン場の運動方程式は，微
分型非線形シュレディンガー方程式 (Derivative Non-Linear Schrödinger equation: DNLS) という可積分な非
線形偏微分方程式で記述される．逆散乱法を用いてこの初期値問題の解を構成し，元々の確率過程のダイナミク
スとの対応を議論することを試みる．

1 ASEP

まず，確率過程模型であるASEPを解説する．セル数が Lの 1次元格子を考え，各セルは粒子が「いる」か「い
ない」かの 2状態をとり，各粒子は左右に確率的にホッピングする．左右へのホッピングレートを q, pとする．た
だし，ホッピングの行き先のセルに既に粒子がいる場合には，ホッピングは起こらないとする（排除体積効果）．

1.1 状態ベクトル
セル iの粒子数を表す変数 ni を導入する．今の場合，ni = 0, 1の 2通りの値をとる．すなわち，粒子が「い
る」，「いない」状態をそれぞれ ni = 1, 0で表すことにする．系全体の状態をまとめて n := (n1, n2, · · · , nL)と書
くことにする．この状態に確定した状態ベクトルを

|n⟩ = |n1, n2, · · · , nL⟩

と書く．これが確率的状態ベクトル空間の基底をなす．すなわち，時刻 tにおいて系が状態 nをとる確率を ψ(n, t)

と書けば，系の確率的状態ベクトルは

|ψ(t)⟩ =
∑
n

ψ(n, t)|n⟩ (1.1)

と書ける．

1.2 マスター方程式
系の時間発展はマスター方程式

∂

∂t
ψ(n, t) =

∑
n′

n′ ̸=n

ψ(n′, t)W(n′ → n)−
∑
n′

n′ ̸=n

ψ(n, t)W(n→ n′)

に従う．ただし，nは粒子の配置パターンを表し，ψ(n, t)は時刻 tにおいて配置 nを取る確率を表す．W(n→ n′)

は配置 nから n′ への遷移レートを表す．確率遷移行列 ĤASEP を使ってベクトル形式で書くと，
d

dt
|ψ(t)⟩ = −ĤASEP|ψ(t)⟩ (1.2)

となる．

1.3 確率遷移行列
セル iにいる粒子を「消す」演算子を ŝ+i , セル iに粒子を「付ける」演算子を ŝ−i , セル iの粒子数を「数える」
演算子を n̂i とする．基底ベクトル |n1, n2, · · · , nL⟩への作用は，

ŝ+i | · · · , 0, · · ·⟩ = 0, ŝ+i | · · · , 1, · · ·⟩ = | · · · , 0, · · ·⟩,

ŝ−i | · · · , 0, · · ·⟩ = | · · · , 1, · · ·⟩, ŝ−i | · · · , 1, · · ·⟩ = 0,

n̂i| · · · , 0, · · ·⟩ = 0, n̂i| · · · , 1, · · ·⟩ = | · · · , 1, · · ·⟩



で与えられ，基底を

|ni = 0⟩ =
(
1

0

)
, |ni = 1⟩ =

(
0

1

)
ととって行列表示すれば，

ŝ+i =

(
0 1

0 0

)
, ŝ−i =

(
0 0

1 0

)
, n̂i =

(
0 0

0 1

)
となる．これを使って確率遷移行列 ĤASEP は，

−ĤASEP =

L−1∑
j=1

[
p
{
ŝ+j ŝ

−
j+1 − n̂j(1− n̂j+1)

}
+ q
{
ŝ−j ŝ

+
j+1 − (1− n̂j)n̂j+1

}]
+ α

{
ŝ−1 − (1− n̂1)

}
+ γ(ŝ+1 − n̂1) + β(ŝ+L − n̂L) + δ

{
ŝ−L − (1− n̂L)

}
(1.3)

と書ける．ただし，左端での流入レート，右端での流出レート，左端での流出レート，右端での流入レートをそれ
ぞれ α, β, γ, δとした．ここで極限 L→ ∞を考え，簡単のため境界の影響を無視すると

−ĤASEP =
∑
j

[
pŝ+j ŝ

−
j+1 + qŝ−j ŝ

+
j+1 − (p+ q)n̂j(1− n̂j+1)

]
(1.4)

と書ける．

1.4 状態ベクトルの規格化
ψ(n, t)は確率を表すので，任意の時刻 tで ∑

n

ψ(n, t) = 1

を満たす必要がある．したがって，状態ベクトルの規格化条件は
⟨s|ψ(t)⟩ = 1

と書ける．ここで，射影状態 ⟨s|を

⟨s| := ⟨0| exp

 L∑
j=1

ŝ+j

 =
∑
n

⟨n|

で定めた．これは，任意の粒子配置が等確率で実現している状態を表している．ここで，確率遷移行列の性質
⟨s|ĤASEP = 0より

d

dt
⟨s|ψ(t)⟩ = ⟨s|

(
d

dt
|ψ(t)⟩

)
= −⟨s|ĤASEP|ψ(t)⟩ = 0

が成り立つので，ある時刻 tで規格化されていれば，任意の時刻での規格化が保証される．

1.5 物理量の期待値
ある物理量 Aが粒子配置 nでとる値を A(n)と書き，状態ベクトル |n⟩に

Â|n⟩ = A(n)|n⟩

と対角に作用する対角行列を Âと書くことにする．
確率的状態 |ψ(t)⟩ =

∑
n ψ(n, t)|n⟩における物理量 Aの期待値は

⟨A ⟩ =
∑
n

ψ(n, t)A(n)

と書けるので，これは射影状態 ⟨s|を使って
⟨A ⟩ = ⟨s|Â|ψ(t)⟩

と書ける．



1.6 粒子密度の時間発展
位置 kの粒子密度（粒子の存在確率）の時間発展を考える．位置 kの粒子数 nk の期待値

⟨nk⟩ =
∑
n

ψ(n, t)nk

が粒子の存在確率を表すが，これの時間発展は，

∂t⟨nk⟩ =
∑
n

{
∂tψ(n, t)

}
nk

に従う．ここで，∂tψ(n, t)の情報はマスター方程式から得られるはずである．展開式 (1.1)をマスター方程式 (1.2)

に代入して， ∑
n

{
∂tψ(n, t)

}
|n⟩ = −

∑
n

ψ(n, t)ĤASEP|n⟩

となるが，これに左から ⟨n|を作用させて，

∂tψ(n, t) =
∑
n′

ψ(n′, t)⟨n| − ĤASEP|n′⟩ (1.5)

を得る．したがって粒子密度の時間発展は

∂t⟨nk⟩ =
∑
n,n′

nkψ(n
′, t)⟨n| − ĤASEP|n′⟩ =

∑
n

ψ(n, t)
∑
n′

n′k⟨n′| − ĤASEP|n⟩

と書けるので，

Ak(n) :=
∑
n′

n′k⟨n′| − ĤASEP|n⟩ (1.6)

を定義すれば

∂t⟨nk⟩ = ⟨Ak⟩

と書ける．Ak(n)の定義式 (1.6)に ĤASEP の表式 (1.3)を代入すると，境界の影響がない (2 ≤ k ≤ L− 1)とき

Ak(n) =

L−1∑
j=1

[
p
{
nj(1− nj+1)(nk − δk,j + δk,j+1)− nj(1− nj+1)nk

}
+ q
{
(1− nj)nj+1(nk + δk,j − δk,j+1)− (1− nj)nj+1nk

}]
= p
{
nk−1(1− nk)− nk(1− nk+1)

}
+ q
{
(1− nk)nk+1 − (1− nk−1)nk

}
= pnk−1 + qnk+1 − (p+ q)nk + (p− q)nk(nk+1 − nk−1)

より，

∂t⟨nk⟩ = p⟨nk−1⟩+ q⟨nk+1⟩ − (p+ q)⟨nk⟩+ (p− q)⟨nk(nk+1 − nk−1)⟩ (1.7)

を得る．右辺最初の 3項は左右への非対称ホッピングを表し，第 4項は排除体積効果による非線形相互作用を表す．

2 非排他的ボソン系
非排他的に 1次元格子をホップするボソン系を考える．ASEPにおける排他的効果をボソンの非線形相互作用
項によって表し，同じ運動方程式 (1.7)を与えることを考える．



2.1 生成消滅演算子
生成消滅演算子 â, â† を交換関係

[â, â†] = 1

で定める．よく知られているように，真空状態 |0⟩が関係式

â|0⟩ = 0, ⟨0|0⟩ = 1

により定まり，n粒子状態は真空に生成演算子 â† を n回かけることによって

|n⟩ := 1√
n!

(
â†
)n |0⟩, ⟨n|m⟩ = δn,m

と構成される．n粒子状態 |n⟩への生成消滅演算子の作用は

â†|n⟩ = 1√
n!

(
â†
)n+1 |0⟩ =

√
n+ 1|n+ 1⟩

â|n⟩ = n√
n!

(
â†
)n−1 |0⟩ =

√
n|n− 1⟩

となる．

2.2 正規直交基底
サイト数 Lの 1次元格子を考える．サイト jにおける生成消滅演算子を âj , â

†
j とする．サイト jの粒子数が nj

である状態を

|n1, · · · , nL⟩ :=
1√

n1! · · ·nL!

(
â†1

)n1

· · ·
(
â†L

)nL

|0⟩

で定めれば，規格化条件

⟨n1, · · · , nL|n′1, · · · , n′
L⟩ = δn1,n′

1
· · · δnL,n′

L

を満たす．排他的なASEPの場合は nj = 0, 1の 2通りのみであったが，今の場合は非負の全整数 nj = 0, 1, 2, · · ·
をとりうることに注意．

2.3 射影状態
ASEPの場合と同様に射影状態 ⟨s|を

⟨s| := ⟨0| exp

 L∑
j=1

âj


で定める．ASEPの場合と違って，高次の項が消えないことに注意して展開すると

⟨s| = · · ·+
(

1

N !
⟨0| (â1)n1 · · · (âL)nL

)
× N !

n1! · · ·nL!
+ · · · (N = n1 + n2 + · · ·+ nL)

=

∞∑
n1=0

· · ·
∞∑

nL=0

1√
n1! · · ·nL!

⟨n1, · · · , nL|

となる．ここで，ASEPの場合と同様に，全系の粒子配置を表す変数を n := (n1, · · · , nL)と略記して

⟨s| =
∑
n

1√
n!
⟨n|

と書くことにする．ただし，
√
n! :=

√
n1! · · ·nL!

(
n = (n1, · · · , nL)

)
と略記した．



2.4 確率状態ベクトル
時刻 tにおいて粒子配置 n = (n1, · · · , nL)をとる確率が ψ(n, t)となるような確率的状態ベクトルを

|ψ(t)⟩ =
∑
n

ψ(n, t)
(
â†1

)n1

· · ·
(
â†L

)nL

|0⟩ =
∑
n

√
n!ψ(n, t)|n⟩ (2.1)

で定めれば，規格化条件は射影状態 ⟨s| =
∑

n
1√
n!
⟨n| を使って

⟨s|ψ(t)⟩ =
∑
n

ψ(n, t) = 1

と書ける．

2.5 物理量の期待値
ある物理量 Aが粒子配置 nでとる値を A(n)と書き，状態ベクトル |n⟩に

Â|n⟩ = A(n)|n⟩

と対角に作用する対角行列を Âと書くことにする．
確率的状態 |ψ(t)⟩ =

∑
n

√
n!ψ(n, t)|n⟩における物理量 Aの期待値は

⟨A ⟩ =
∑
n

ψ(n, t)A(n)

と書けるので，これは射影状態 ⟨s| =
∑

n
1√
n!
⟨n| を使って

⟨A ⟩ = ⟨s|Â|ψ(t)⟩

と書ける．

2.6 マスター方程式
非排他的ボソン系のハミルトニアン Ĥboson を

−Ĥboson :=
∑
j

[
pâj−1â

†
j + qâ†j âj+1 − (p+ q)n̂j + (p− q)(â†j âj+1n̂j − n̂j n̂j+1)

]
(2.2)

で定める．式 (1.4)および (1.7)との類似性に注意．系の確率的状態ベクトル |ψ(t)⟩がマスター方程式
d

dt
|ψ(t)⟩ = −Ĥboson|ψ(t)⟩ (2.3)

に従って時間発展するとすると，粒子数の期待値の時間発展が ASEPの場合 (式 (1.7)) と同じになることを，次
節で示す．

2.7 粒子数の時間発展
位置 kの粒子数 nk の期待値

⟨nk⟩ =
∑
n

ψ(n, t)nk

の時間発展は，

∂t⟨nk⟩ =
∑
n

{
∂tψ(n, t)

}
nk



に従う．ここで，∂tψ(n, t)の情報はマスター方程式 (2.3)から得られる．展開式 (2.1)をマスター方程式 (2.3)に
代入して， ∑

n

√
n!
{
∂tψ(n, t)

}
|n⟩ = −

∑
n

√
n!ψ(n, t)Ĥboson|n⟩

となるが，これに左から ⟨n|を作用させて，
√
n! ∂tψ(n, t) =

∑
n′

√
n′!ψ(n′, t)⟨n| − Ĥboson|n′⟩

を得る．したがって粒子密度の時間発展は

∂t⟨nk⟩ =
∑
n,n′

√
n′!√
n!
nkψ(n

′, t)⟨n| − Ĥboson|n′⟩

=
∑
n

ψ(n, t)
∑
n′

√
n!√
n′!
n′k⟨n′| − Ĥboson|n⟩

と書けるので，

Ak(n) :=
∑
n′

√
n!√
n′!
n′k⟨n′| − Ĥboson|n⟩ (2.4)

を定義すれば
∂t⟨nk⟩ = ⟨Ak⟩

と書ける．Ak(n)の定義式 (2.4)に Ĥboson の表式 (2.2)を代入すると，

Ak(n) =
∑
j

[√
nj−1

nj + 1
p
√
nj−1

√
nj + 1(nk + δk,j − δk,j−1)

+

√
nj+1

nj + 1
q
√
nj+1

√
nj + 1(nk + δk,j − δk,j+1)

− (p+ q)njnk

+ (p− q)

(√
nj+1

nj + 1

√
nj + 1

√
nj+1nj(nk + δk,j − δk,j+1)− njnj+1nk

)]
=
∑
j

[
pnj−1(δk,j − δk,j−1) + qnj+1(δk,j − δk,j+1) + (p− q) (nj+1nj(δk,j − δk,j+1))

]
= p(nk−1 − nk) + q(nk+1 − nk) + (p− q)(nknk+1 − nk−1nk) (2.5)

より，
∂t⟨nk⟩ = p⟨nk−1⟩+ q⟨nk+1⟩ − (p+ q)⟨nk⟩+ (p− q)⟨nk(nk+1 − nk−1)⟩

となり，ASEPの場合の式 (1.7)と完全に一致する．

3 まとめ
本レポートではまず，古典確率過程である ASEPとそのダイナミクスの定式化を紹介した．その後，1点関数
が同じダイナミクスに従うボソン系の構成法 [1]を紹介した．これを連続化して場の理論に移行すると，微分型非
線形 Schrödinger方程式が現れる．有限粒子数の効果と非平衡ダイナミクスの数値的な解析は，文献 [2]によって
なされている．逆散乱法によるソリトン解の構成と確率過程におけるその対応物の研究は，重要な問題として残
されている．
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