
3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系に対
する特異摂動問題

東京都立大学大学院 理学研究科 数理科学専攻
長田祐輝 (Yuki OSADA)

概要
本講演では, 次の 3 波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系に対して十分小さい ε

に対する ground state の存在性および ε → +0 における ground state のスパイクの位置につ
いて考察する: 

−ε2∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p−1u1 + γu2u3 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p−1u2 + γu1u3 in RN ,

−ε2∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p−1u3 + γu1u2 in RN .

(Pε)

ここで, N ≤ 5, 2 ≤ p < 2∗ − 1, 2∗ = ∞ (N = 1, 2), 2∗ = 2N/(N − 2), ε, γ > 0. 正確には,

ρ(V(x); γ) という関数を定義し, ある場合には ε → +0 において ground state の全ての成分は
ρ(V(x); γ) の最小点にピークをもつピーク解に漸近し, 別の場合には, ground state の 1つの成
分だけが対応するポテンシャル Vj(x) の最小点にピークをもつピーク解に漸近し残り 2つの成分
は 0に漸近するという結果を紹介する.

1 Introduction

本講演では, 次の 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式系を考える:
−ε2∆u1 + V1(x)u1 = |u1|p−1u1 + γu2u3 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = |u2|p−1u2 + γu1u3 in RN ,

−ε2∆u3 + V3(x)u3 = |u3|p−1u3 + γu1u2 in RN .

(Pε)

ここで, N ≤ 5, 2 ≤ p < 2∗ − 1, 2∗ = ∞ (N ≤ 2), 2∗ = 2N/(N − 2) (N ≥ 3), ε > 0, γ ≥ 0. また,

ポテンシャル Vj(x) (j = 1, 2, 3) に対して次の基本的な条件を仮定する:

(V1) ∀ j = 1, 2, 3, Vj ∈ L∞(RN ) ∩ C1(RN ),

(V2) ∀ j = 1, 2, 3, 0 < Vj,0 := infx∈RN Vj(x) < lim|x|→∞ Vj(x) =: Vj,∞.



方程式 (Pε) に対して付随する汎関数 Iε および最小エネルギー cε を定義する:

u := (u1, u2, u3), H := H1(RN )3.

Iε(u) :=
1

2

3∑
j=1

∫
RN

ε2|∇uj |2 + Vj(x)u
2
j −

1

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

|uj |p+1 − γ

∫
RN

u1u2u3,

cε := inf
u∈Nε

Iε(u), Nε := {u ∈ H \ {(0, 0, 0)} | Gε(u) = 0},

Gε(u) :=

3∑
j=1

∫
RN

ε2|∇uj |2 + Vj(x)u
2
j − |uj |p+1 − 3γ

∫
RN

u1u2u3.

Rabinowitz [4] は 0 < infx∈RN V (x) < lim inf |x|→∞ V (x) の条件の下で, ε が十分小さいときに

−ε2∆u+ V (x)u = |u|p−1u in RN (1)

の ground state の存在を示した.

Wang [5] は ε → +0 における (1) の正値の ground state の漸近挙動について研究した. その解
はポテンシャル V (x) の最小点に凝集し, 一意の最大点をもち, 最小点の周りで指数減衰する.

Lin-Wei [1] は次のような方程式系を考えた:{
−ε2∆u1 + V1(x)u1 = µ1u

3
1 + βu1u

2
2 in RN ,

−ε2∆u2 + V2(x)u2 = µ2u
3
2 + βu2

1u2 in RN .

この方程式系に対して, 彼らは β < 0 のとき, ε → +0 において ground state は
Vj(x) の最小点に凝集することを示した. 一方, β > 0 のとき, ρ という関数を導入し,

infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) < d
V1,0

1 + d
V2,0

1 ならば ground state は ρ(V1(x), V2(x);β) の最小点に凝
集し, infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) > d

V1,0

1 + d
V2,0

1 ならば Vj(x) の最小点に凝集することを示した.
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図 2 infx∈RN ρ(V1(x), V2(x);β) > d
V1,0

1 + d
V2,0

1

ここで ρ(V1(x0), V2(x0);β), d
Vj,0

1 はそれぞれ次の方程式の ground state が持っているエネルギー
である.{

−∆u1 + V1(x0)u1 = u3
1 + βu1u

2
2,

−∆u2 + V2(x0)u2 = u3
2 + βu2

1u2,
−∆u+ Vj,0u = u3.

本講演の主結果を述べるために, 次の方程式系に付随する汎関数 Ĩλ,γ および最小エネルギー



ρ(λ; γ) を定義する: 
−∆v1 + λ1v1 = |v1|p−1v1 + γv2v3,

−∆v2 + λ2v2 = |v2|p−1v2 + γv1v3,

−∆v3 + λ3v3 = |v3|p−1v3 + γv1v2,

(P̃λ,γ)

λ := (λ1, λ2, λ3),

Ĩλ,γ(v) :=
1

2

3∑
j=1

∫
RN

|∇vj |2 + λjv
2
j −

1

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

|vj |p+1 − γ

∫
RN

v1v2v3,

ρ(λ; γ) := inf
v∈Ñλ,γ

Ĩλ,γ(v),

Ñ λ,γ := {v ∈ H \ {(0, 0, 0)} | G̃λ,γ(v) = 0},

G̃λ,γ(v) :=

3∑
j=1

∫
RN

|∇vj |2 + λjv
2
j − |vj |p+1 − 3γ

∫
RN

v1v2v3.

定義 1. u = (u1, u2, u3) を (Pε) の解とする. このとき u が (Pε) の scalar solution であるとは,

ある j0 ∈ {1, 2, 3} が存在して, uj0 ̸= 0 かつ uj = 0 (∀j ̸= j0) となることである. 一方, u が (Pε)

の vector solution であるとは, uj ̸= 0 (∀j = 1, 2, 3) となることである.

定義 2. u が (Pε) の非自明解であるとは, u が (Pε) をみたし, u ̸= (0, 0, 0) となることである. u

が (Pε) の ground state であるとは, u が (Pε) の非自明解であり, (Pε) の任意の非自明解 v に対し
て Iε(u) ≤ Iε(v) となることである. u が cε の minimizer であるとは, u ∈ Nε であり, Iε(u) = cε

となることである. u が (Pε) の非負の ground state であるとは, u が (Pε) の ground state であ
り, uj ≥ 0 (j = 1, 2, 3) となることである. また, u が cε の非負の minimizer であるとは u が cε

の minimizer であり, uj ≥ 0 (j = 1, 2, 3) となることである.

注意 1. u が cε の minimizer であることと u が (Pε) の ground state であることは同値である.

ρ(λ; γ),(P̃λ,γ) に対しても同様な結果が成り立つ.

注意 2. λj > 0 かつ λ = (λ1, λ2, λ3) とする. [3] より, (P̃λ,γ) は非負の ground state をもつ.

2 主結果
ポテンシャルに対して次の条件を仮定する:

(C1)γ infx∈RN ρ(V(x); γ) < ρ(V∞; γ).

本講演の主結果を述べる. まず, 十分小さい ε に対する (Pε) の ground state の存在性に関する結
果を述べる.

主結果 1 (O. [2] (2022) submitted). (V1),(V2) を仮定し, γ を (C1)γ をみたすように固定する.

このとき, 次が成り立つ.

cε ≤ εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0.



さらに, ε が十分小さいとき, (Pε) の非負の ground state が存在する.

注意 3. 次の (V3) から, 任意の γ ≥ 0 に対して (C1)γ が成り立つ:

(V3) ∃ y0 ∈ RN s.t. 0 < Vj(y0) < Vj,∞ ∀ j = 1, 2, 3.

次に, ε → +0 における (Pε) の ground state の漸近挙動に関する結果を述べる. 詳細な漸近挙動
を得るために, 次の条件を導入する:

(C2)γ infx∈RN ρ(V(x); γ) < minj=1,2,3 c
Vj,0

1 .

ここで,

λ ∈ R,

Iλ1 (u) :=
1

2

∫
RN

|∇u|2 + λu2 − 1

p+ 1

∫
RN

|u|p+1,

cλ1 := inf
u∈Nλ

1

Iλ1 (u), N λ
1 := {u ∈ H1(RN ) \ {0} | Gλ

1 (u) = 0},

Gλ
1 (u) :=

∫
RN

|∇u|2 + λu2 − |u|p+1.

ここで, ε → +0 における (Pε) の非負の ground state の正確な漸近挙動について述べる.

主結果 2 (O. [2] (2022) submitted). (V1),(V2) を仮定し, γ を (C1)γ と (C2)γ をみたすように
固定する. {εn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を εn → 0 (n → ∞) となるものとし, un を (Pεn) の非負の ground

state とする. さらに xj,n を uj,n の最大点とする.

(1) このとき, 任意の j = 1, 2, 3 に対して {xj,n}∞n=1 は有界になる.

(2) 次が成り立つ:

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0.

(3) さらに, 部分列をとれば, ある W0 ∈ H と x0 ∈ RN が存在して,

xj,n → x0,
|xj,n − xk,n|

εn
→ 0, as n → ∞, j ̸= k,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(x0); γ),

uj,n(xj,n + εny) → Wj,0 in H1(RN ),

W0 は (P̃V(x0),γ) の ground state,

Wj,0 は正値, 球対称, 狭義単調減少 (j = 1, 2, 3),

where V(x0) = (V1(x0), V2(x0), V3(x0)).

(4) さらに, 任意の 0 < η < V0 に対して, ある Cη > 0 が存在して,

uj,n(x) ≤ Cηe
−√

η|x−xj,n|/εn ∀x ∈ RN , j = 1, 2, 3.

ここで V0 := min{V1,0, V2,0, V3,0}.
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図 3 主結果 2 の結果の図示

以下では, (C2)γ が成り立たないケースを考える. (C2)γ が成り立たないとき, 以下が成り立つ:

(C3)γ infx∈RN ρ(V(x); γ) = minj=1,2,3 c
Vj,0

1 .

主結果 3 (O. [2] (2022) submitted). (V1),(V2) を仮定し, γ を (C1)γ と (C3)γ が成り立つよう
に固定する. さらに, (C3)γ′ が成り立つような γ′ > γ が存在すると仮定する. {εn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を
εn → +0 となるものとし, un を (Pεn) の非負の ground state とする. xj,n を uj,n の最大点とす
る. このとき, 部分列をとれば, ある l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN が存在して

xl0,n → xl0,0, Vl0(xl0,0) = Vl0,0 = V0,

cε = εN
(

min
j=1,2,3

c
Vj,0

1 + o(1)

)
= εN

(
c
Vl0,0

1 + o(1)
)
, as ε → +0,

ul0,n(xl0,n + εny) → W in H1(RN ), uj,n(xj,n + εny) → 0 in H1(RN ) j ̸= l0.

ここで W は次の方程式の一意解である:{
−∆W + V0W = W p in RN , W > 0 in RN ,

W (0) = maxx∈RN W (x), W (x) → 0 as |x| → ∞.
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図 4 主結果 3 の結果の図示

注意 4. (V1),(V2),(V3) を仮定する. このときある γ∗ > 0 が存在して, γ > γ∗ なら (C2)γ が
成り立ち, 0 ≤ γ < γ∗ なら, (C3)γ が成り立つ. したがって, γ > γ∗ なら主結果 2 が成り立ち,

0 ≤ γ < γ∗ なら主結果 3 が成り立つ.

注意 5. (C1)γ は ground state の存在性を保証するための条件である. (C2)γ , (C3)γ は ε → +0 に
おける ground state の漸近挙動を分類するための条件である.

3 主結果の証明の概略
u = (u1, u2, u3), z0 ∈ RN に対して,

w(y) = u(z0 + εy) (2)

とおく. 次の方程式を考える. また付随する汎関数と最小エネルギーを定義する:
−∆w1 + V1(z0 + εy)w1 = |w1|p−1w1 + γw2w3,

−∆w2 + V2(z0 + εy)w2 = |w2|p−1w2 + γw1w3,

−∆w3 + V3(z0 + εy)w3 = |w3|p−1w3 + γw1w2,

(P̃V(z0+εy),γ)

w := (w1, w2, w3),

ĨV(z0+εy),γ(w) :=
1

2

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj |2 + Vj(z0 + εy)w2
j −

1

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

|wj |p+1 − γ

∫
RN

w1w2w3,

c̃V(z0+εy),γ := inf
w∈ÑV(z0+εy),γ

ĨV(z0+εy),γ(w),

ÑV(z0+εy),γ := {w ∈ H \ {(0, 0, 0)} | G̃V(z0+εy),γ(w) = 0},

G̃V(z0+εy),γ(w) :=

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj |2 + Vj(z0 + εy)w2
j − |wj |p+1 − 3γ

∫
RN

w1w2w3.



(2) の下で次の関係式に注意する:

Iε(u) = εN ĨV(z0+εy),γ(w), Gε(u) = εN G̃V(z0+εy),γ(w), cε = εN c̃V(z0+εy),γ .

3.1 主結果 1 の証明の概略
Proof. z0 ∈ RN を

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ),

を達成する点とし, w0 を ρ(V(z0); γ) の非負の minimizer とする (注意 2 参照). このとき t0,εw0 ∈
ÑV(z0+εy),γ となる t0,ε > 0 が存在する. このとき

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj,0|2 + Vj(z0 + εy)w2
j,0 = tp−1

0,ε

3∑
j=1

|wj,0|p+1 + 3t0,εγ

∫
RN

w1,0w2,0w3,0.

したがって, {t0,ε}ε は有界である. したがって

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(z0); γ) = ĨV(z0),γ(w0) ≥ ĨV(z0),γ(t0,εw0)

=
t20,ε
2

3∑
j=1

∫
RN

|∇wj,0|2 + Vj(z0)w
2
j,0 −

tp+1
0,ε

p+ 1

3∑
j=1

∫
RN

wp+1
j,0 − t30,εγ

∫
RN

w1,0w2,0w3,0

= ĨV(z0+εy),γ(t0,εw0) + o(1) ≥ c̃V(z0+εy),γ + o(1), as ε → +0

(3)

を得る. したがって cε = εN c̃V(z0+εy),γ より,

cε ≤ εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0

を得る. さらに, (C1)γ と (3) より, 十分小さい ε に対して

c̃V(z0+εy),γ < ρ(V∞; γ) (4)

が成り立つ. (4) より, (P̃V(z0+εy),γ) の ground state w が存在する (Pomponio [3] の議論を参照).

|w| = (|w1|, |w2|, |w3|) も (P̃V(z0+εy),γ)の ground state になる. したがって (Pε) の非負の ground

state が存在する.

3.2 主結果 2 と 3 の証明の概略
主結果 2 と 3 で共通に示せることを抜き出しておく. Osada [2] では記載していないが, 次の補題

が成り立つ.

補題 1. (V1),(V2),(C1)γ を仮定する. {εn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を εn → 0 (n → ∞) となる数列とし,

un を (Pεn) の非負の ground state とする. さらに xj,n を uj,n の最大点とする. このとき, 部分列
をとれば, ある l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN と U(l0) = (U

(l0)
1 , U

(l0)
2 , U

(l0)
3 ) ∈ H が存在して:



(0) uj,n(xl0,n + εny) ⇀ U
(l0)
j (y) weakly in H1(RN ) (j = 1, 2, 3), U

(l0)
l0

̸= 0.

(1) {xl0,n}∞n=1 は有界.

(2) 以下が成り立つ:

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0.

(3) 以下が成り立つ:

xl0,n → xl0,0,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ),

uj,n(xl0,n + εny) → U
(l0)
j (y) in H1(RN ) (j = 1, 2, 3),

U(l0) は (P̃V(xl0,0),γ) の ground state.

補題 1 の証明の概略. U
(l)
n (y) := un(xl,n + εny) (l = 1, 2, 3) とおく. このとき {U(l)

n }∞n=1 は H で
有界になるので, 部分列をとれば, ある U(l) ∈ H が存在して, U

(l)
n ⇀ U(l) weakly in H となる.

(0) このとき Vj ∈ C1(RN )とU
(l)
n がみたす方程式と正則性から U

(l)
j,n ∈ C2(RN )かつ U

(l)
j,n → U

(l)
j

in C2
loc(RN )となる.さらに V0 ≤ 2(U

(1)
1,n(0)+U

(2)
2,n(0)+U

(3)
3,n(0))

p−1+γ(U
(1)
1,n(0)+U

(2)
2,n(0)+U

(3)
3,n(0))

が成り立つ. したがってある l0 ∈ {1, 2, 3} が存在して U
(l0)
l0

̸= 0 となる.

(1) supn∈N |xl0,n| = ∞ とする. 部分列をとれば |xl0,n| → ∞ となる. このとき U(l0) ̸= (0, 0, 0)

に注意すると

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) ≥ lim inf
n→∞

cεn
εNn

= lim inf
n→∞

ĨV(xl0,n+εny),γ(U(l0)
n ) ≥ ĨV∞,γ(U(l0)) ≥ ρ(V∞; γ).

これは (C1)γ に反する.

(2),(3) (1) より部分列をとれば, ある xl0,0 ∈ RN が存在して xl0,n → xl0,0 となる. (1) と同様に
して

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) ≥ lim inf
n→∞

cεn
εNn

= lim inf
n→∞

ĨV(xl0,n+εny),γ(U(l0)
n )

≥ ĨV(xl0,0),γ(U(l0)) ≥ ρ(V(xl0,0); γ) ≥ inf
x∈RN

ρ(V(x); γ)

を得る. このことから次が従う:

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0, inf

x∈RN
ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ),

U(l0) は (P̃V(xl0,0),γ)の ground state, U
(l0)
j,n → U

(l0)
j in H1(RN ).

主結果 2 の証明の概略. U
(l)
n (y) := un(xl,n + εny) とおく. このとき {U(l)

n }∞n=1 は H で有界にな
るので, 部分列をとれば, ある U(l) ∈ H が存在して, U

(l)
n ⇀ U(l) weakly in H となる. このとき補



題 1 より, 部分列をとれば, ある l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN が存在して, 次が成り立つ:

U
(l0)
l0

̸= 0, inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ),

U(l0) は (P̃V(xl0,0),γ)の ground state.

(Step 1) U(l0) は vector.

もし U(l0) が scalar だとすると,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl0,0); γ) = ĨV(xl0,0),γ(U(l0)) ≥ min
j=1,2,3

c
Vj(xl0,0)
1 ≥ min

j=1,2,3
c
Vj,0

1 .

これは (C2)γ に反する.

(Step 2) 任意の l = 1, 2, 3 に対して U(l) は vector.

もし U(k0) = (0, 0, 0) となる k0 ∈ {1, 2, 3} が存在すると, U
(l)
k0

= 0 (∀l ∈ {1, 2, 3}). 特に U
(l0)
k0

= 0.

これは U(l0) が vector であることに反する. また, (Step 1) と同様に, U(l) が scalar になるような
l ∈ {1, 2, 3} は存在しない.

(1) (Step 3) supn∈N |xl,n| < ∞ (∀l = 1, 2, 3).

(Step 2) より, U(l) ̸= (0, 0, 0) (∀l = 1, 2, 3). 補題 1 (1) と同様に, supn∈N |xl,n| < ∞ (∀l = 1, 2, 3)

が従う.

(2) は補題 1 (2) から従う.

(3) 補題 1 より, 部分列をとれば, 任意の l = 1, 2, 3 に対して, ある xl,0 ∈ RN が存在して, 次が成
り立つ:

xl,n → xl,0, cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
as ε → +0, inf

x∈RN
ρ(V(x); γ) = ρ(V(xl,0); γ),

U(l) は (P̃V(xl,0),γ)の ground state, U
(l)
j,n → U

(l)
j in H1(RN ).

(Step 4) supn∈N |xj,n − xk,n|/εn < ∞ (j ̸= k).

ある j, k ∈ {1, 2, 3} が存在して, supn∈N |xj,n − xk,n|/εn = ∞ とすると, 部分列をとれば, |xj,n −
xk,n|/εn → ∞ となる. このとき,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) ≥ lim inf
n→∞

cεn
εNn

= lim inf
n→∞

ĨV(xj,n+εny),γ(U(j)
n ) ≥ min

j=1,2,3
c
Vj,0

1

となる. これは (C2)γ に反する. (Step 4) より x1,0 = x2,0 = x3,0 =: x0 が従う. Wj,0 := U
(j)
j ,

W0 := (W1,0,W2,0,W3,0) とおく. このとき U(l) がみたす方程式の情報から W0 は正値, 球対称,

狭義単調減少になり, そのことから (P̃V (x0),γ) の ground state になり, |xj,n − xk,n|/εn → 0 が従
う.

(4) は省略.



主結果 3 の証明の概略. U
(l)
n (y) := un(xl,n + εny) とおく. このとき {U(l)

n }∞n=1 は H で有界にな
るので, 部分列をとれば, ある U(l) ∈ H が存在して, U

(l)
n ⇀ U(l) weakly in H となる.

補題 1 と (C3)γ より, 部分列をとれば, l0 ∈ {1, 2, 3} と xl0,0 ∈ RN が存在して

cε = εN
(

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) + o(1)

)
= εN

(
min

j=1,2,3
c
Vj,0

1 + o(1)

)
as ε → +0,

xl0,n → xl0,0, ρ(V(xl0,0); γ) = inf
x∈RN

ρ(V(x); γ),

U(l0) は (P̃V (xl0,0),γ) の ground state, U
(l0)
j,n → U

(l0)
j in H1(RN ).

(C3)γ と (C3)γ′ より,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) = inf
x∈RN

ρ(V(x); γ′).

もし U(l0) が vector であると仮定すると,

inf
x∈RN

ρ(V(x); γ) > inf
x∈RN

ρ(V(x); γ′)

となってしまい矛盾する. したがって U(l0) は scalar となり, U
(l0)
l0,n

→ U
(l0)
l0

, U
(l0)
j,n → 0 (j ̸= l0)

が従う. したがって U
(j)
j,n → 0 (j ̸= l0). Ĩ

V(xl0,n+εny),γ(U
(l0)
n ) の上下からの評価より Vl0(xl0,0) =

Vl0,0 = V0 := minj=1,2,3 Vj,0 かつ minj=1,2,3 c
Vj,0

1 = c
Vl0,0

1 が従う. したがって

cε = εN
(

min
j=1,2,3

c
Vj,0

1 + o(1)

)
= εN

(
c
Vl0,0

1 + o(1)
)

as ε → +0.

また U
(l0)
l0
は {

−∆U + V0U = Up, U > 0 in RN ,

U(0) = maxx∈RN U(x), U(x) → 0 as |x| → ∞

をみたすので解の一意性より U
(l0)
l0

= W が従う.
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