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概要

接触多様体の Legendre 部分多様体に対して、Legendre 接触ホモロジーと呼ばれるアイソ

トピー不変量がある。これは Floer 理論の一部であり、良い条件の下、擬正則曲線を用いて定

義される。しかし現状、具体例に関する研究は低次元 (Legendre 結び目) を除くと未発達であ

る。本講演では部分多様体の単位余法束 (これは単位余接束の Legendre 部分多様体である) の

Legendre接触ホモロジーを考え、ストリングトポロジーを利用した研究を紹介する。

1 導入

1.1 シンプレクティック多様体と擬正則曲線

本稿では多様体および部分多様体は全て滑らかなものとする.

定義 1.1. W を 2n次元多様体, LをW の n次元部分多様体とする.

1. ω ∈ Ω2(W ) を W 上の閉 2-形式とする. ω が非退化であるとき, ω をシンプレクティック形

式と呼び, 組 (W,ω)をシンプレクティック多様体と呼ぶ.

2. ω|L = 0 ∈ Ω2(L)が成り立つとき, Lを (W,ω)の Lagrange部分多様体であるという.

J ∈ End(TW ) を W 上の概複素構造とする. テンソル gJ := ω(·, J ·) : TW⊗2 → R が W 上の

Riemann計量となるとき, J は ω に整合的であるという. (ω に整合的な概複素構造全体の空間は空

でなく, さらに可縮である.)

定義 1.2. (Σ, j)を Riemann面とする (j は複素構造). 滑らかな写像 u : Σ→W が非線形 Cauchy-

Riemann方程式

(du)0,1 = 0 (1)

を満たすとき、uを擬正則曲線と呼ぶ. ここで (du)0,1 := 1
2 (du + J ◦ du ◦ j) ∈ Ω0,1(u∗TW )は du

の反 C-線形部分である.

Σの局所座標 z = s+
√
−1tを取った時, 方程式 (1)は局所的に ∂su+ J∂tu = 0 と表せる. これは
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楕円型偏微分方程式である. また, 本稿で扱う Σは全て境界付きである. このとき一般に, ∂Σの各連

結成分 ∂αΣに対して Lagrange部分多様体 Lα ⊂W を選び, 擬正則曲線 u : Σ→W に対して境界条

件 u(∂αΣ) ⊂ Lα を課す. これは非線形 Cauchy-Riemann 写像に対して Fredholm 性を成立させる

ためである. 理想的な条件の下, 境界条件を課した擬正則曲線全体の空間は有限次元多様体の構造を

持ち, さらに「Gromovコンパクト化」と呼ばれるコンパクト化が存在する. 詳細は [9]を参照する.

Gromovの 1985年の論文から始まり, 擬正則曲線の空間 (モジュライ空間)を幾何学的に調べるこ

とでシンプレクティック多様体や Lagrange部分多様体の研究が発展した. 特に Hamiltonian Floer

ホモロジーや Lagrangian Floerホモロジーなどの代数的な不変量が, 次元が 0のモジュライ空間に

属する擬正則曲線の個数を数えることで定義され, その計算や代数的性質の解明が進められてきた.

1.2 Legendre接触ホモロジー

定義 1.3. M を (2n− 1)次元多様体, ΛをM の (n− 1)次元部分多様体とする.

1. M 上の 1-形式 α ∈ Ω1(M)が任意の x ∈ M において次の条件を満たすとき, αをM 上の接

触形式であるという:

αx ̸= 0 かつ (dα)x|Kerαx
は非退化である.

組 (M,α)を接触形式 αを持つ接触多様体と呼ぶ.

2. α|Λ = 0 ∈ Ω1(Λ)を満たすとき, Λは (M,α)の Legendre部分多様体であるという.

3. 接触形式 αに対して, M 上のベクトル場 Rα が条件

ιRα
α = 1, ιRα

(dα) = 0

によって一意に定まる. これを α に付随する Reeb ベクトル場と呼ぶ. Rα の積分曲線

c : [0, T ]→M (T > 0)であって c(0), c(T ) ∈ Λを満たすものを, ΛのReebコードと呼ぶ.

2 つの Legendre 部分多様体 Λ0,Λ1 に対して, Λ0 から Λ1 への部分多様体のアイソトピー

(Λt)0≤t≤1 であって, 全ての t ∈ [0, 1] において Λt が Legendre 部分多様体であるものが存在す

るとき, Λ0 は Λ1 に Legendre アイソトピックであるという. 接触幾何の問題として, この同値

関係による Legendre 部分多様体の分類がある. この章で導入する Legendre 接触ホモロジーは

Legendreアイソトピーに関する不変量であり, この問題を解くための強力な道具である.

接触多様体 (M,α) とその Legendre 部分多様体 Λ に対して, シンプレクティック多様体 (R ×
M,d(erα))と Lagrange部分多様体 R × Λが付随する (r は Rの座標である). R ×M 内の擬正則

曲線 (境界条件は R × Λ で与えられる) を利用した接触多様体や Legendre 部分多様体の不変量は,

Chekanov[3]や Eliashberg[7]によって導入され, 現在は「シンプレクティック場の理論」の一部と見

なされている.

不変量の定義の準備を行う. まず, D := {z ∈ C | |z| ≤ 1} とする. p = {1, p1, . . . , pm} ⊂ ∂D

(1, p1, . . . , pm は 1 ∈ ∂Dから時計回りに並べた順序)に対して境界付き Riemann面Dp := D \pを

定義する. 各点 1, p1, . . . , pmに対して双正則写像

ψ0 : [0,∞)× [0, 1]→ D \ {1},

ψk : (−∞, 0]× [0, 1]→ D \ {pk} (k = 1, . . . ,m)



は

ψ0([0,∞)× {0, 1}) ⊂ ∂D \ {1},

ψk((−∞, 0]× {0, 1}) ⊂ ∂D \ {pk},
及び t ∈ [0, 1]について一様に

lims→∞ ψ0(s, t) = 1,

lims→−∞ ψk(s, t) = pk,

を満たすものとする.

さらに s ∈ Rに対して, τs : R×M → R×M : (r, x) 7→ (r + s, x)とする. J を d(erα)に整合的

な R×M 上の概複素構造であって, J(∂r) = Rα かつ全ての s ∈ Rに対して τ∗s J = J を満たすもの

とする.

本稿では [5, 6]の結果を参照する. そのために以下の技術的な仮定を置く:

• c1(TP ) = 0を満たす Liouville多様体 (P, λ)と微分同相 φ : M → P × Rが存在し, φ∗(dz +

λ) = αが成り立つ (z は Rの座標である).

• Λはコンパクトなスピン多様体である. さらにMaslov classと呼ばれるH1(Λ,Z)の元が 0で

ある.

この時, genericな Λと J に対して次数付き R-微分代数 (A∗(Λ), ∂) が定義される [5, 6]. ただし本稿

では R ∈ {Z,R,Z[π1(Λ)]}とする. そのホモロジー

LCH∗(M,Λ;R) := Ker ∂/ Im ∂

を (M,Λ)の Legendre接触ホモロジーと呼ぶ. この次数付き R-代数の同型類は J の取り方に依ら

ず, さらに Λの Legendreアイソトピーで不変である.

次に, (A∗(Λ), ∂)の構成について説明する. A∗(Λ)は Λの Reebコード全体で自由に生成された単

位的非可換な次数付き R-代数である. ここで Reebコードの次数は「Maslov指数」を用いて定義さ

れる. ∂ : A∗(Λ)→ A∗−1(Λ)は R ∈ {Z,R}の場合, 次の式によって定義される微分写像である:

∂c :=
∑

|c1|+···+|cm|=|c|−1

#sign (MJ(c; c1, . . . , cm)/R) c1 · · · cm

ただし, #sign は向きを考慮して数えた個数を表す. (R = Z[π1(Λ)]の場合は省略する.) ここで, Λの

Reebコード c : [0, T ] → M, ck : [0, Tk] → M (k = 1, . . . ,m) に対して,MJ(c; c1, . . . , cm)は J に

ついての擬正則曲線 u : Dp → R×M (p = {1, p1, . . . , pm) であって, 以下の条件を満たすもののモ

ジュライ空間である:

• u(∂Dp) ⊂ R× Λ.

• s0, s1, . . . , sm ∈ Rが存在し,{
lims→∞(τ−s ◦ u ◦ ψ0)(s, t) = (s0, c(Tt)),

lims→−∞(τ−s ◦ u ◦ ψk)(s, t) = (sk, ck(Tkt)) (k = 1, . . . ,m),

が成り立つ. ただし収束に関する正確な定義は [5]を見よ.

この空間の上には自然な R作用 s · u := τs ◦ u (s ∈ R)が存在する. MJ(c; c1, . . . , cm)/Rは有限次
元多様体の構造を持ち, Λのスピン構造から向きが定められる. その次元は |c| − 1−

∑m
k=1 |ck|で与

えられる.

本講演ではこの Legendre アイソトピー不変量を, 以下で定義される接触多様体と Legendre 部

分多様体の組 (UT ∗Q,ΛK) に適用する: 一般に Q を多様体, K をその部分多様体とする. 余



接束 T ∗Q は標準的な Liouville 形式 λQ を持つ. Q 上に Riemann 計量を与えた時, 単位余接束

UT ∗Q := {(q, p) ∈ T ∗Q | |p| = 1}は標準的な接触形式 αQ := λQ|UT∗Q を持つ. さらに, K の単位

余法束
ΛK := {(q, p) ∈ UT ∗Q | q ∈ K, p|TqK

= 0}

は (UT ∗Q,αQ)の Legendre部分多様体である. 特に, Q = Rn かつ標準的な計量が与えられたとき,

微分同相
φ : UT ∗Rn → T ∗Sn−1 × R : (q, p) 7→ ((p, q − ⟨q, p⟩p), ⟨q, p⟩)

について φ∗(dz+ λSn−1) = αRn が成り立つ. 従って [5, 6]の結果から, K の単位余法束の Legendre

接触ホモロジー
LCH∗(UT

∗Rn,ΛK ;R)

が定義される.

注意 1.4. LCH∗(UT
∗Q,ΛK) は Q = Rn 以外の場合でも適当な条件の下で定義可能だと思われる

が, 講演者が知る限り, 現時点で厳密な構成を与えた文献は存在しない.

2 Floer理論とストリングトポロジー

擬正則曲線とループ及びパス空間の関係は Floer理論の研究の中で注目されてきた. 代表的な結果

として以下が知られている. (ホモロジーは全て Z係数とする. 証明は [1]を参照せよ.)

定理 2.1. Qを閉スピン多様体とする. このとき, T ∗Qのシンプレクティックコホモロジーは, Qの

自由ループ空間のホモロジーと同型である. この同型を通して, シンプレクティックコホモロジーの

pair-of-pants積はループ空間のホモロジー上の Chas-Sullivan積に一致する.

第一の主張は「Viterboの定理」と呼ばれる [12]. 第二の主張に現れる Chas-Sullivan積とは [2]に

よって創始されたストリングトポロジーの一部である. これはパスの連結や分裂からホモロジーに誘

導される代数的操作を研究する代数的トポロジーの一分野である.

Qを Riemann多様体, K を Qのコンパクト部分多様体とする. あるクラスの組 (Q,K)に対して

(UT ∗Q,ΛK)の Legendre接触ホモロジーが定義されたとする. すると, 次の naiveな主張が成り立

つことが期待される:

主張. 各 (Q,K)に対して純粋にトポロジー的な手法で定義される, すなわち擬正則曲線を用いない,

次数付き R-代数であって, 次を満たすものが構成できる:

• 同型類はK の滑らかなアイソトピーで不変である.

• LCH∗(UT
∗Q,ΛK ;R)と同型である.

この主張は Q = R3 かつ K が結び目の場合には既に確認されている. Cieliebak, Ekholm,

Latschev, Ngは [4]において, codimK = 2かつ向き付けられた組 (Q,K)に対して, 「ストリング

ホモロジー」と呼ばれる次数付き Z[π1(ΛK)]-代数を定義した. 本稿ではこれを HCELN
∗ (Q,K)と書



く. この名前は構成にストリングトポロジーのアイデアを用いていることに由来する. このアイデア

については次章及び講演内で説明する.

K が Q = R3 内の結び目であるとき, 彼らは次の二つの結果を証明した.

定理 2.2. [4]

(i) 次数 0 の部分 HCELN
0 (R3,K) は, K のコード代数と同型である. このコード代数とは,

π1(R3 \K)と Z[π1(ΛK)]で生成された代数である. (定義は [4, 10]を参照せよ.)

(ii) Z[π1(ΛK)]-代数の同型

LCHrefine
0 (UT ∗R3,ΛK ;Z[π1(ΛK)]) ∼= HCELN

0 (R3,K)

が存在する. ここで, LCHrefine
∗ は 1.2章で述べた不変量 LCH∗ の精密化を意味する.

結果 (ii)は Q = R3 かつ K が結び目の場合に, 先に述べた naiveな主張が次数 0において成立す

ることを意味し, 結果 (i)はそのトポロジー的な表示の次数 0の部分について, 具体的な計算が可能で

あることを保証する.

本研究は彼らのHCELN
∗ (Q,K)の構成を拡張することで, LCHp(UT

∗Q,ΛK ;R)のトポロジー的な

表示を Qの次元, K の余次元, 次数 pに制約なく与えること, そして得られたトポロジー的な表示を

計算することで, Legendre部分多様体の分類へ応用することを目指している.

注意 2.3. [4]でも述べられているが, 結果 (ii)は 一般の Rn と codimK = 2のK ⊂ Rn に対しても

成り立つと予想される. しかし (ii)の同型が高次数でも成立するかは不明である.

3 主結果

[11]で講演者が得た主結果は次のように述べられる:

• 一般の向き付けられた多様体とその向き付けられた部分多様体の組 (Q,K)に対して, ある次

数付き R-代数 Hstring
∗ (Q,K)を, トポロジー的な手法のみを用いて構成した.

ここで, K の余次元に制約が無く, 全ての次数で定義されていることに注意する. さらに, この

Hstring
∗ (Q,K)に関する基本的な性質を示した.

命題 3.1. [11]

1. Hstring
∗ (Q,K)はK の滑らかなアイソトピーで不変である.

2. codimK = 2の場合, Hstring
0 (Q,K)は HCELN

0 (Q,K)を簡約した R-代数と同型である.

この章ではHstring
∗ (Q,K)の構成, 具体例の計算, そして Legendre接触ホモロジーとの関係につい

て説明する.



3.1 不変量の構成

ここでは構成の概略について説明し, 講演内でより詳細に述べる. まず, m ∈ Z≥1 と a ∈ R>0 に対

して, P a
m をm個のパスの列 (γ1, . . . , γm)であって, 以下を満たすものからなる空間とする:

• γk : [0, Tk]→ Q は滑らかなパスであって, γ(0), γ(Tk) ∈ K を満たす (k = 1, . . . ,m).

•
∑m

k=1 lengthγk < a

m = 0の場合は P a
0 は 1点集合とする. Cieliebakらは [4]で P a

m の特異鎖を用いたのに対し, 我々は

P a
m の「de Rham鎖」を用いる. de Rham鎖の定義は [8]を参照する. これは Z係数では議論でき
ないが, 「鎖のファイバー積」が自然に定義できる点が特徴であり, 今回の構成に適していた.

始めに, (Q,K)に対して幾つかの補助的なデータを選ぶ. この中には Q上の完備な Riemann計量

が含まれる. Hstring
∗ (Q,K)は次数付きベクトル空間として

Hstring
∗ (Q,K) := lim−→

a→∞
lim←−

(ε,δ) : ε→0

H∗

( ∞⊕
m=0

C<a
∗ (ε,m), Dδ

)

と定義される. ここで, (ε, δ) は ε > 0 と de Rham 鎖 δ のペアであり, (
⊕∞

m=0 C
<a
∗ (ε,m), Dδ) は

a ∈ R>0 と (ε, δ)に依存して構成される鎖複体である.

各m ∈ Z≥0 に対して C<a
∗ (ε,m)は P a+mε

m の de Rham鎖で生成される次数付き R-ベクトル空間
をある同値関係で割ったものである. すると, de Rham鎖の境界作用素から

∂dR : C<a
∗ (ε,m)→ C<a

∗−1(ε,m)

が定義される. さらに, k = 1, . . . ,mに対して, δ に依存する次数 (−1)の線形写像

fk,δ : C
<a
∗ (ε,m)→ C<a

∗−1(ε,m+ 1)

が定義される. この作用素はストリングトポロジーのある余積に関係し, Hstring
∗ (Q,K) の構成の核

心である. これらを用いて, Dδ(x) (x ∈ C<a
∗ (ε,m))は

Dδ(x) := ∂dR(x) +

m∑
k=1

fk,δ(x)

と定義される. Hstring
∗ (Q,K)の R-代数としての積構造は自然な写像

P a
m × P a′

m′ → P a+a′

m+m′ : ((γ1, . . . , γm), (γ′1, . . . , γ
′
m′))→ (γ1, . . . , γm, γ

′
1, . . . , γ

′
m′)

から誘導され, 単位元は 1 ∈ R = C<a
0 (ε, 0)から誘導される. また, Hstring

∗ (Q,K)の同型類は最初に

選んだ補助的なデータに依存しない.

3.2 具体例の計算

[11]では以下で与える具体例 (R2d−1,Ki) (d ≥ 2, i = 0, 1)に対して, Hstring
∗ (R2d−1,Ki)を計算

した.



z∗2 ∈ Rd−1 \ {0}とし, R2d−1 = Rd−1 × R× Rd−1 の (d− 1)次元部分多様体K0,K1 を

K0 := {(z0, z1, 0) ∈ R2d−1 | |z0|2 + |z1|2 = 1} ⊔ {(z0, z1, z∗2) ∈ R2d−1 | |z0|2 + |z1|2 = 1},

K1 := {(z0, z1, 0) ∈ R2d−1 | |z0|2 + |z1|2 = 1} ⊔ {(0, z1, z2) ∈ R2d−1 | |z1 − 1|2 + |z2|2 = 1},

で定義する. これらはそれぞれ R3 内の自明な絡み目と Hopf絡み目の高次元化となっている. R2d−1

には標準的な向きを与える. K0,K1 の各連結成分の向きは, Sd−1 ⊂ Rd (これは単位球の境界として

向き付けられる) との自然な同一視から誘導される向きと符号 (−1)d−1 の分だけ異なる.

以下で定義する集合 C,D, E を用いて, A0
∗ を C が自由生成する単位的非可換な次数付き R-代数,

A1
∗ を C ∪ D ∪ E が自由生成する単位的非可換な次数付き R-代数とする:

C := {c0i,j}i ̸=j ∪ {c1i,i}i ∪ {c1i,j , c̄1i,j}i ̸=j ∪ {c2i,j}i,j ,
D := {d1i,i}i ∪ {d2i,j}i,j , E := {e1i,i}i ∪ {e2i,j}i,j ,

ここで i, j は {0, 1}を走る. 次数は以下のように与える:

|c0i,j | = d− 2, |c1i,i| = |c1i,j | = |c̄1i,j | = 2d− 3 (i ̸= j),

|c1i,i| = 2d− 3, |c2i,j | = 3d− 4,

|d1i,j | = 2d− 3, |d2i,j | = 3d− 4, |e1i,i| = 2d− 4, |e2i,j | = 3d− 5.

これらから, 次数付き微分代数 (A0
∗, 0), (A1

∗, D)を定義する.ここで D : A1
∗ → A1

∗−1 は, 各生成元に

対して, 以下のように定義される:

Dc0i,j = 0, Dc10,0 = (−1)de10,0 + c00,1c
0
1,0, Dc

1
1,1 = (−1)de11,1 + c01,0c

0
0,1,

Dc1i,j = Dc̄1i,j = 0,

Dc20,0 = −e20,0 + (c̄10,1c
0
1,0 + (−1)dc10,1c01,0), Dc21,1 = −e21,1 + (c̄11,0c

0
0,1 + (−1)dc11,0c00,1),

Dc20,1 = −e20,1, Dc21,0 = −e21,0,
Dd1i,i = e1i,i, Dd

2
i,j = e2i,j , De

1
i,i = 0, De2i,j = 0.

命題 3.2. [11]

1. 以下の次数付き R-代数の同型が存在する：

Hstring
∗ (R2d−1,K0) ∼= H∗(A0

∗, 0),

Hstring
∗ (R2d−1,K1) ∼= H∗(A1

∗, D).

ここでH∗(·)は次数付き微分代数のホモロジーを意味する.

2. H∗(A1
∗, 0)とH∗(A2

∗, D)は同型でない. したがって,Hstring
∗ (R2d−1,K1) ≇ Hstring

∗ (R2d−1,K2)

が示される.

注意 3.3. K0 の場合の計算はK1 の場合と比較すると容易である. ∆ ⊂ (Sd−1 ⊔ Sd−1)2 を対角埋込

の像とすると, H∗(A0
∗, 0) = A0

∗ は H∗−d+2((S
d−1 ⊔ Sd−1)2,∆)のテンソル代数と一致する.



3.3 Legendre接触ホモロジーとの関係

3.1章で説明したHstring
∗ (Q,K)に対して次の予想を立て, その証明の方針を与えた. 解析的な詳細

を含めた厳密な証明は別の論文として準備中である.

予想. 次数付き R-代数の同型

Φ: LCH∗(UT
∗Rn,ΛK ;R)→ Hstring

∗ (Rn,K)

が存在する.

注意 3.4. Q = Rn 以外の場合も, 注意 1.4で述べたように左辺の Legendre接触ホモロジーが定義

されるならば, この予想は拡張可能であると考えられる.

証明の計画を 4つのステップに分ける (以下, ε > 0は十分小さいものとする):

1. A<a
∗ (ΛK)を, A∗(ΛK)の R-部分空間であって,

∑m
k=1

∫
(ck)

∗α < aを満たす語 c1 · · · cm で生
成されるものとする. すると部分複体 (A<a

∗ (ΛK), ∂) が定義される. 我々は特定の δ を取り,

(A<a
∗ (ΛK), ∂)から (

⊕∞
m=0 C

<a
∗ (ε,m), Dδ)へのチェイン写像 Φ<a

ε を定義する. Φ<a
ε の構成

には T ∗Rn 内の擬正則曲線であって, 境界条件が二つの Lagrange部分多様体 (i) T ∗Rn のゼ

ロセクション, (ii) K の余法束, で与えられるもののモジュライ空間を利用する.このモジュラ

イ空間のコンパクト化の境界を観察することで, 3.1章で言及したストリングトポロジーの操

作が現れる.

2. (Φ<a
ε )∗ : H∗(A<a

∗ (ΛK), ∂)→ H∗(
⊕∞

m=0 C
<a
∗ (ε,m), Dδ)が, ε→ 0, a→∞の極限を取った

時, 次数付き R-代数の準同型

Φ: LCH∗(UT
∗Rn,ΛK ;R)→ Hstring

∗ (Rn,K)

を誘導することを確かめる.

3. 任意の c ∈ R>0 に対して a, b ∈ R>0 (a < c < b) であって, Φ<b
ε が誘導する商複体の間のチェ

イン写像

Φ[a,b)
ε : A<b

∗ (ΛK)/A<a
∗ (ΛK)→

∞⊕
m=0

C<b
∗ (ε,m)/C<a

∗ (ε,m)

が擬同型であるものが存在することを示す.

4. ステップ 3の結果から, 任意の b ∈ R>0 に対して Φ<b
ε が擬同型であることを示す. するとス

テップ 2により Φが同型であることが証明される.
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