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概要
Morrey空間は Lp 空間の 1つの拡張であり，元々は 2階楕円型偏微分方程式の解の正則性を
研究するために用いられた関数空間である．一方，Schrödinger方程式の解の解析において重要
な評価の 1 つに Strichartz 評価がある．この評価は Morrey 空間をわずかに拡張した関数空間
を用いると改良できることが示されている．本講演では，この関数空間の性質と Strichartz評価
との関連について紹介する．

1 導入
Morrey空間は，1938年に C.B.Morrey [8]によって 2階楕円型偏微分方程式の解の局所的な振る

舞いを解析するためにその原型となるノルムが導入され，1969年の Peetreによる survey [10]にて
現在の形に定式化された．その後，この空間自身の研究のみならず，関数空間として拡張されたり偏
微分方程式へ応用されるなど，多くの研究がなされている．Morrey空間については [11]の本に非常
に多くの結果がまとまっている．本講演では，その一般化の 1 つである「Bourgain–Morrey 空間」
について紹介する．
ここで，1つ記号を用意しておく．ν ∈ Z，m = (m1,m2, . . . ,mn) ∈ Zn とする．立方体 Qνm が

Qνm ≡
n∏

j=1

[
mj

2ν
,
mj + 1

2ν

)
と書けているとき，Qνm を 2進立方体という．2進立方体全体の集合を D で表し，体積が 2−kn で
あるような 2進立方体全体の集合を Dk で表す．2進立方体の重要な性質の 1つとして，Q,R ∈ D
としたとき，Q ∩Rは ∅, Q,Rのいずれかになることが挙げられる．
まず，Morrey 空間を定義する．パラメータ p, q は 0 < q ≤ p < ∞ を満たすものとする．関数

f ∈ Lq
loc(Rn)に対し，Morrey (quasi-)ノルムを

∥f∥Mp
q
:= sup

Q∈D
|Q|

1
p−

1
q

(ˆ
Q

|f(y)|qdy
) 1

q

と定義する．このとき，Morrey空間Mp
q(Rn)を ∥f∥Mp

q
< ∞となる関数 f 全体の集合とする．
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ここで，q = pとすると，Mp
p(Rn) = Lp(Rn) となることに注意しておく．

Morrey空間には以下のような性質がある．

(1) 1 ≤ q ≤ p < ∞のとき，Banach空間となる．
(2) 0 < q1 < q2 ≤ p < ∞に対し

Lp(Rn) = Mp
p(Rn) ↪→ Mp

q2(R
n) ↪→ Mp

q1(R
n)

が成り立つ．
(3) 0 < q < p < ∞に対し，|x|−

n
p ∈ Mp

q(Rn) \ Lp(Rn)である．
(4) Morrey空間は反射的でない．つまり，0 < q < p < ∞に対し，

(Mp
q(Rn))∗∗ ̸= Mp

q(Rn)

である．
(5) 0 < q < p < ∞に対し，L∞

c (Rn)や C∞
c (Rn) はMp

q(Rn)で稠密でない．

これらのことから，Morrey空間は Lebesgue空間の拡張であるにも関わらず，Lebesgue空間とは
かなり違った関数空間であることが分かる．一方で，2つのパラメータ p, q はそれぞれある種の可積
分性を表している．埋め込みの関係と定義から pは大域的な，q は局所的な可積分性をそれぞれ表し
ていることが分かる．
次に，Morrey空間の 1つの一般化である Bourgain–Morrey空間Mp

q,r(Rn)を定義する．この一
般化のためにMorreyノルムのどの部分に注目するかというと，2進立方体全体について上限を取る
点である．この上限を

sup
Q∈D

=⇒ sup
ν∈Z,m∈Zn

と書き直してみる．すると，これは立方体の列 {Qνm}ν∈Z,m∈Zn の `∞ ノルムを取っていると見なす
こともできる．そこで，この部分を `r ノルムに一般化することを考える．

Definition 1.1. パラメータ p, q, r を 0 < q ≤ p < ∞，0 < r ≤ ∞ を満たすものとする．このと
き，関数 f ∈ Lq

loc(Rn) に対し，(quasi-)ノルム ∥ · ∥Mp
q,r
を

∥f∥Mp
q,r

=

∥∥∥∥∥∥
{
|Qνm|

1
p−

1
q

(ˆ
Qνm

|f(y)|qdy
) 1

q

}
ν∈Z,m∈Zn

∥∥∥∥∥∥
ℓr

と定義する．そして，∥f∥Mp
q,r

< ∞ を満たす関数 f 全体の集合をMp
q,r(Rn) で表し，Bourgain–

Morrey空間と呼ぶ．

実はこの関数空間は 1990年頃に Bourgain[2]により，その原型となるものが導入されている．こ
のときは，Fourier制限問題の考察のために用いられている．その後もこの関数空間が現れる研究は
いくつかあり，その都度，少しずつ性質が明らかにされていった．しかし，関数空間自身に着目した
研究はおそらくなく，制限問題や偏微分方程式，特に分散型方程式の解析へ応用するために用いられ
ている．そこでこの関数空間自身の性質を調和解析，実解析的な側面から研究し，応用の更なる進展
につなげようというのが，本研究に至った動機である．
結果について述べる前に，Bourgain–Morrey空間が用いられている主な先行研究を紹介する．



(1) Stein–Thomas (Strichartz) 評価との関連
Bourgain [2] や Moyua, Vargas, Vega [9] らはこの関数空間を Stein–Thomas 評価の改良に
用いている．特に，M2

p,4 (p ≥ 12/7)を用いているのだが，これは L2 空間よりも広い関数空
間である．*1（包含関係については 2.2節を参照．）もう少し詳しく述べると，Moyua, Vargas,

Vegaは振動積分

f̂dσ(ξ, ξ3) =

ˆ
{x∈R2:|x|≤1}

e−2πi(x·ξ+Φ(x)ξ3)f(x)dx, (ξ, ξ3) ∈ R2 × R. (1)

についての評価を考察している．ここで相関数 Φには楕円型条件を課している．つまり，

det (Hess(Φ)) > 1,

を満たす Φ ∈ C∞({x ∈ R2 : |x| < 2}) を扱っている．このとき，彼らは次の評価を得た：可
測集合 Ω ⊂ {x ∈ R2 : |x| ≤ 1}に対して，

∥χ̂Ωdσ∥L4(R3) ≤ C∥χΩ∥M2
p,4

, p ≥ 4(
√
2− 1) (2)

が成り立つ．さらに，この pの条件が sharpであることも示している．(2)の評価はある可測
集合の特性関数に対するものであるが，実は一般の関数に対してもこの評価を示すことできる
（[9, Theorem 4.2]）．しかし，そのときは p ≥ 12/7という制限が付く．

(2) 分散型方程式との関連
さらにMoyua, Vargas, Vegaは上で得た評価を応用して，次の分散型方程式{

i∂tu = (−∆)
a
2 u, (t, x) ∈ R× R2, a > 0,

u(0, x) = u0(x), x ∈ R2,
(3)

の解の初期値への a.e.収束性についても考察している．特に，(3)の解は

eit(−∆)
a
2 u0(x) = u(x, t) =

1

2π

ˆ
R2

eix·ξ−it|ξ|a û0(ξ)dξ

と書けるので，(1)の典型例になっていることが分かる．
Merleと Vegaは [7]において，(2)の評価を少し改良して，p ≥ 12/7に対して

∥eit(−∆)u0∥L4(R×R2) ≤ C0 min{∥u0∥M2
p,4

, ∥û0∥M2
p,4

}

という評価を示した．この評価を使うと，2次元の非線形 Schrödinger方程式{
∂tu = i(∆u± |u|2u), (t, x) ∈ (0,∞)× R2,
u(0, x) = u0(x), x ∈ R2

に対して，初期値 u0 が

min{∥u0∥M2
p,4

, ∥û0∥M2
p,4

} ≤ ε (ε > 0)

を満たすような時間大域解 u ∈ L4(R× R2) を構成することができる．さらに，大きい L4 ノ
ルムを持つ自由解の列に対するコンパクト性についても考察している．

*1 彼らはM2
p,4 の代わりに Xp という記号を使用している．



Bégoutと Vargasは [1]において，次の非線形 Schrödinger方程式{
i∂tu+∆u+ γ|u| 4

nu = 0, (t, x) ∈ I × Rn,
u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,

(4)

を考察した．ここで，γ ∈ R \ {0}は与えられたパラメータである．彼らは (4)の解の集中現
象を解析するために，M2

p,
2(n+2)

n

を用いて Strichartz評価の改良を高次元へと拡張した．さら
にこの評価を応用し，方程式 (4)の小さな初期値に対する時間大域解を構成した．

(3) 散乱理論との関連
Masakiは [4]において次の Schrödinger方程式を扱っている：{

i∂tu+∆u = −|u|2αu, (t, x) ∈ I × Rn,
u(t0, x) = u0(x), x ∈ Rn.

(5)

ここで，I ⊂ Rは区間であり，t0 ∈ I とし，u(t, x) : I × Rn → C が未知関数である．この
論文では mass-subcritical の場合にあたる α < 2/dのときに (5)の解の時間大域的な振る舞
いに付随した 2 つの最小化問題を導入した．一般論として，偏微分方程式を研究する際には
Sobolev空間 Hs や重み付き L2 空間などの関数空間は非常に扱いやすい．しかし，この最小
化問題を考えるときには，上述のような L2 空間をベースにした関数空間では問題を上手く解
析できないことが分かっている．そこでその代替として，局所的に L2 の性質を持ちながら
も，大域的には可積分性をずらすことができる Bourgain–Morrey空間を利用している．他に
も，Masakiと Segata（[5, 6]）により，Bourgain–Morrey空間は KdV方程式や Airy方程式
などの各偏微分方程式に対応する Strichartz評価の改良にも用いられている．

2 Bourgain–Morrey空間の性質
2.1 基本的な性質と例
まず，Bourgain–Morrey空間同士の埋め込みについて考察する．r1 ≤ r2 のとき，数列空間の埋め

込み `r1 ⊆ `r2 が成り立つことに注意すると，次の埋め込みが成り立つ．

Lemma 2.1. 0 < q ≤ p < r1 ≤ r2 ≤ ∞とすると，Mp
q,r1(R

n) ↪→ Mp
q,r2(R

n) が成り立つ．

また，Morrey空間と同様に，パラメータ q についても埋め込みが成り立つ．

Lemma 2.2. 0 < q2 ≤ q1 ≤ p < r ≤ ∞とすると，Mp
q1,r(R

n) ↪→ Mp
q2,r(R

n) が成り立つ．

Lemma 2.1と Lemma 2.2から，次のような関係になっていることが分かる（ここでは Rn を省略
する）：

Lp = Mp
p ↪→ Mp

q1 ↪→ Mp
q2 ↪→ · · ·

↪→ ↪→ ↪→

Mp
p,r2 ↪→ Mp

q1,r2 ↪→ Mp
q2,r2 ↪→ · · ·

↪→ ↪→ ↪→

Mp
p,r1 ↪→ Mp

q1,r1 ↪→ Mp
q2,r1 ↪→ · · ·



この図から，Bourgain–Morrey 空間Mp
q,r(Rn) は Morrey 空間Mp

q(Rn) の部分集合となること
は分かるのだが，どのくらい違いがあるのだろうか．

Example 2.3. 0 < q < p < r < ∞とする．このとき，f(x) = |x|−
n
p /∈ Mp

q,r(Rn) である．

冒頭で述べたように，|x|−n
p ∈ Mp

q(Rn)であったので，Morrey空間Mp
q(Rn)とBourgain–Morrey

空間Mp
q,r(Rn)の間の包含は真の包含であることがわかる．

一方で，上の表からは Lebesgue空間と Bourgain–Morrey空間との間の包含関係はほとんど分か
らない．中には，Lebesgue空間の方が広いものもあるように見える．しかし，次の定理が示すよう
に，そのような空間は自明な元しか持たないことがわかる．

Theorem 2.4. 0 < q ≤ p < ∞，0 < r ≤ ∞とする．このとき，Mp
q,r(Rn) ̸= {0} であるための必

要十分条件は 0 < q < p < r < ∞ となるか，0 < q ≤ p < r = ∞ となることである．

では，Lebesgue空間との包含関係はどのようになっているのか．これは次の補間不等式を経由す
ることで考察できる．

2.2 補間不等式
Bégout, Vargas [1] やMasaki, Segata [5] らによって，以下のような補間不等式が示されている．

Theorem 2.5 ([1, Theorem 1.3], [5, Proposition A.1]). 0 < q < p < r < ∞ とし，θ =
p

r
とす

る．もし，パラメータ sが
1− θ

s
+

θ

p
<

1

q
, s ≤ p

を満たしているとすると，
∥f∥Mp

q,r
≤ C∥f∥1−θ

Mp
s
∥f∥θLp (6)

が成り立つ．特に，Lp(Rn) ↪→ Mp
q,r(Rn) が成り立つ．

では，Lebesgue 空間と Bourgain–Morrey 空間の間の包含関係が分かったところで，そこにはど
の程度違いがあるのだろうか．次の例から，その包含が真であることが分かる．

Example 2.6. 0 < q < p < r < ∞, ap < 1 < ar とする．このとき

g(x) = |x|−
n
p (log(|x|−1))−aχ[0,1/2n](|x|) ∈ Mp

q,r(Rn) \ Lp(Rn)

である．

3 Bourgain–Morrey空間における積分作用素の有界性
新たに関数空間を定義した際に，いくつかの積分作用素の有界性を考察することは 1つの重要な問

題である．その中でも特に，Hardy–Littlewoodの極大作用素の有界性はそのほかの作用素の有界性
にも関わる重要な問題である．ここでは，Hardy–Littlewoodの極大作用素について得られた結果を
紹介する．



まず，Hardy–Littlewoodの極大作用素とは，可測関数 f に対して，

Mf(x) = sup
Q∈Q

χQ(x)

|Q|

ˆ
Q

|f(y)|dy

と定義される作用素M のことである．ここで，Qは立方体全体の集合を表し，上限は立方体全体に
関して取ることとする．
Bourgain–Morrey空間におけるM の有界性は以下の通りである．

Theorem 3.1 ([3, Lemma 4.1]). 1 < q ≤ p < r ≤ ∞とする．このとき，Hardy-Littlewoodの極
大作用素M はMp

q,r 上で有界である．つまり，以下の不等式が成り立つ：ある定数 C > 0 が存在
して，

∥Mf∥Mp
q,r

≤ C∥f∥Mp
q,r

(f ∈ Mp
q,r(Rn)).

Remark 3.2. この結果を利用することで，分数べき積分作用素や特異積分作用素などの積分作用素
の有界性，また，Fefferman–Steinのベクトル値不等式などの結果も得ることができるが，ここでは
注意のみにして詳しい結果については省略する．

4 Morrey空間との違い
この節では，Morrey 空間Mp

q(Rn) と Bourgain–Morrey 空間Mp
q,r(Rn)(r < ∞) の違いを稠密

性と双対性の観点から紹介する．

4.1 稠密性
冒頭に述べた性質 (5)から，Morrey空間Mp

q(Rn)において，C∞
c (Rn)や L∞

c (Rn)は稠密でない
ことが知られている．そのため，例えば特異積分作用素などの作用素を近似によってMp

q(Rn)上に
定義することができず，定義の仕方を工夫しなければならない．一方で，Bourgain–Morrey空間で
は，これらの空間が稠密であることを示すことができる．

Proposition 4.1 ([3, Corollary 2.21]). 0 < q < p < r < ∞ とすると，L∞
c (Rn) や C∞

c (Rn) は
Mp

q,r(Rn) において稠密である．

4.2 反射性，回帰性
冒頭の性質 (4) から，Morrey 空間Mp

q(Rn)は反射的でないことが知られている．（例えば，[11,

Section 9]を参照．）では，Bourgain–Morrey空間ではどうなのだろうか．実はこれについてはパラ
メータを少し制限すれば，肯定的な結果が得られる．

Theorem 4.2 ([3, Theorem 5.5]). 1 < q < p < r < ∞ であるときMp
q,r は反射的である．つ

まり，
(Mp

q,r)
∗∗ = Mp

q,r

が成り立つ．



もちろん，Morrey空間と Bourgain–Morrey空間の違いは r = ∞であるか r < ∞であるかのみ
である．つまり，上限 supが関係しているかどうかである．これは L∞ が反射的ではないことと類
似している．

Remark 4.3. Theorem 4.2を証明するため，今回はMp
q,r(Rn)の双対空間を特定した．実は [4]に

おいて，Bourgain–Morrey空間の前双対について考察がなされている．ここで，Banach空間B1, B2

に対して，(B1)
∗ = B2 となるとき，B1 を B2 の前双対という．つまり，[4]において考察された前

双対が，今回特定したMp
q,r(Rn)の双対空間と一致するため，反射性が示せる．
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