
ある多変数 q超幾何級数に付随する接続問題
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概要

一般 q 超幾何函数 N+1φN と q-Lauricella 超幾何函数 φD を同時拡張した多変数 q 超幾何函

数が満たす q 差分方程式系の, 適当な領域における基本解を構成し, それらの間の接続行列を求

める. この接続行列は, 1変数の q 超幾何函数の接続公式を繰り返し用いるという手法により得ら

れる.

1 導入：接続問題とは？

Gaussの超幾何函数とは, 次の級数で定義される函数である：

2F1

(
α, β
γ

; t

)
=

∞∑
n=0

(α)n(β)n
(γ)n(1)n

tn (|t| < 1).

ここで, (α)n = α(α + 1) · · · (α + n − 1)である. この函数は “特殊函数の親玉”であり, 数学, 物理

学, 工学などさまざまな場面に登場する, とても重要な函数である. Gaussの超幾何函数は, 次の微分

方程式 (Gaussの超幾何方程式)を満たす：

t(1− t)
d2y

dt2
+ (γ − (α+ β + 1)t)

dy

dt
− αβy = 0. (1.1)

Gauss の超幾何方程式は Riemann 球面上の 3 点 {0, 1,∞} に特異点をもつ方程式である. 方程式

(1.1)は 2階の方程式なので, 解の全体は C上 2次元のベクトル空間をなす. その基底 y1(t), y2(t)に

対し y(t) = T(y1(t), y2(t))を基本解という. ここで, TAは Aの転置を意味する. 方程式 (1.1)の場

合, 特異点 t = 0, 1, ∞の近傍でそれぞれ次のような基本解が構成できる：

y0(t) =
T

(
2F1

(
α, β
γ

; t

)
, t1−γ

2F1

(
α− γ + 1, β − γ + 1

2− γ
; t

))
,

y1(t) =
T

(
2F1

(
α, β

α+ β − γ + 1
; 1− t

)
, (1− t)γ−α−β

2F1

(
γ − α, γ − β
γ − α− β + 1

; 1− t

))
,

y∞(t) = T

((
1

t

)α

2F1

(
α, α− γ + 1
α− β + 1

;
1

t

)
,

(
1

t

)β

2F1

(
β − γ + 1, β
β − α+ 1

;
1

t

))
.

t = 0の近傍での基本解 y0 を, 適当な pathに沿って t = 1や t = ∞の近傍へ解析接続する (ここで

は, t = ∞の近傍への場合を考える). このとき, t = ∞の近傍では ỹ0(y0 を t = ∞に解析接続した
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もの)と y∞ という 2つの基本解が取れる. よって, 適当な C値の行列 Aを用いて ỹ0 = Ay∞ とな

る. この行列 Aを接続行列といい, 接続行列を求める問題を接続問題という. 今の場合, 接続行列は

Γ函数を用いて

A =

 e−iπαΓ(γ)Γ(β − α)

Γ(β)Γ(γ − α)
e−iπβ Γ(γ)Γ(α− β)

Γ(α)Γ(γ − β)

eiπ(γ−α−1) Γ(2− γ)Γ(β − α)

Γ(1− α)Γ(β − γ + 1)
eiπ(γ−β+1) Γ(2− γ)Γ(α− β)

Γ(1− β)Γ(α− γ + 1)


とかける. 超幾何函数については, 青本-喜多 [7], 原岡 [8], 吉田 [9]など日本語の本も数多くあるので,

より詳しく知りたい方はこれらの本を参照されたい.

上記のことの q 差分類似を考える. q ∈ Cを 0 < |q| < 1ととり固定する. Heineの q 超幾何函数

は Gaussの超幾何函数の q 類似として導入された次の級数である：

2φ1

(
a, b
c

; t

)
=

∞∑
n=0

(a; q)n(b; q)n
(c; q)n(q; q)n

tn (|t| < 1).

ここで, (a; q)n =
(a; q)∞

(aqn; q)∞
, (a; q)∞ =

∏∞
i=0(1 − aqi) である. a = qα, b = qβ , c = qγ と置き

q → 1とすれば, 2φ1

(
a, b

c
; t

)
→ 2F1

(
α, β

γ
; t

)
となる. Heineの q 超幾何函数は次の q 差分方

程式 (Heineの q 超幾何方程式)を満たす：[
(1− Tt)(1− cq−1Tt)− t(1− aTt)(1− bTt)

]
y = 0. (1.2)

ここで Tt は t についての q シフト作用素である：Tty(t) = y(qt). Gauss の超幾何方程式 (1.1) の

解の全体が C 上 2 次元のベクトル空間をなすように, Heine の q 超幾何方程式 (1.2) の解の全体も

K = {C(t) | TtC(t) = C(t)}上 2次元のベクトル空間をなす. K の元を擬定数といい, K を擬定数

体という. q 差分方程式の場合, t = 0や t = ∞は q シフト作用素 Tt の固定点になるため解の分岐点

になり得るが, そのほかの点は分岐点になり得ない. このため, t = 0と t = ∞のみが方程式の特異
点となる. Gaussの場合と同様に, Heineの q 超幾何方程式には t = 0, ∞の近傍で収束する基本解
が 2φ1 を用いて構成できる：

u0(t) =
T

(
2φ1

(
a, b
c

; t

)
, t1−γ

2φ1

(
aq/c, bq/c

q2/c
; t

))
,

u∞(t) = T

((
1

t

)α

2φ1

(
a, aq/c
aq/b

;
cq

abt

)
,

(
1

t

)β

2φ1

(
bq/c, b
bq/a

;
cq

abt

))
.

ここで, a = qα, b = qβ , c = qγ とした. q 差分方程式の場合でも, t = 0 の近傍における基本解と

t = ∞の近傍における基本解の間の接続行列を考えることができる. 今の場合,

u0 = Bu∞,

B =


(b, c/a; q)∞
(c, b/a; q)∞

tα
θ(at)

θ(t)

(a, c/b; q)∞
(c, a/b; q)∞

tβ
θ(bt)

θ(t)
(qb/c, q/a; q)∞
(q2/c, b/a; q)∞

tα−γ+1 θ(aqt/c)

θ(t)

(qa/c, q/b; q)∞
(q2/c, a/b; q)∞

tβ−γ+1 θ(bqt/c)

θ(t)

 ,



である. ここで, (a, b; q)∞ は (a; q)∞(b; q)∞ の略記であり, θ(t) = (t, q/t; q)∞ である. u0, u∞ は擬

定数体K 上の基本解なので, 接続行列 B も擬定数値行列になることに注意しておく.

超幾何函数や q 超幾何函数の理論において, 接続問題を解くことは基本的かつ重要な問題である.

本稿では, 次の多変数 q 超幾何函数が満たす q 差分方程式の接続問題を考える：

FN,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

N∏
j=1

(aj)|m|

(cj)|m|

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

M∏
i=1

tmi
i .

ここで, |m| = m1 + · · ·+mM であり, また (a; q)m を (a)m と略記した (以降も略記する). この q超

幾何函数はモノドロミー保存変形の理論に関連する函数で Park [4]により導入された. M = 1の場

合は一般 q 超幾何函数 N+1φN , N = 1の場合は q-Lauricella超幾何函数 φD となる. q 超幾何函数

FN,M は次の q 差分方程式系 EN,M を満たす：ts

N∏
j=1

(1− ajT ) · (1− bsTs)−
N∏
j=1

(1− cjq
−1T ) · (1− Ts)

F = 0 (1 ≤ s ≤ M),

{tr(1− brTr)(1− Ts)− ts(1− bsTs)(1− Tr)}F = 0 (1 ≤ r < s ≤ M),

ここで, Ts は Tts の略記であり, T = T1T2 · · ·TM である. この方程式系の rankはMN + 1である

ことが知られている [5]. 以下では, この方程式系 EN,M の接続問題の解を与える. すなわち, 適当

な領域で収束する基本解を構成し, その基本解たちの間の接続行列を求める. 以降の内容は [3] に基

づく.

2 EN,M の基本解

この章では, EN,M の基本解を紹介し, その特徴づけを与える.

Definition 2.1. 0 ≤ L ≤ M , 1 ≤ k ≤ N , L+ 1 ≤ l ≤ M , 1 ≤ l′ ≤ Lに対し, 函数 FL
N,M , FL;k,l

N,M ,

GL;k,l′

N,M を次で定義する：

FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

N∏
j=1

(aj/bL+1 · · · bM )m(L)

(cj/bL+1 · · · bM )m(L)

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=1

tmi
i

M∏
i=L+1

(
q

biti

)mi

, (2.1)

FL;k,l
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤N

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

{
N∏
j=1

(qak/cj)mL+1

(qak/aj)mL+1

×
L∏

i=1

(bi)mi

(q)mi

l−1∏
i=L+1

(bi)mi+1

(q)mi+1

M∏
i=l+1

(bi)mi

(q)mi

(ak/bl+1 · · · bM )m(l)

(qak/bl · · · bM )m(l)

×
L∏

i=1

(
qti
bltl

)mi l−1∏
i=L+1

(
qti
bltl

)mi+1 M∏
i=l+1

(
bltl
biti

)mi

 N∏
j=1

cj
aj

· q

bltl

mL+1}
, (2.2)

GL;k,l′

N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

{
N∏
j=1

(qaj/ck)mL

(qcj/ck)mL



×
l′−1∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=l′+1

(bi)mi−1

(q)mi−1

M∏
i=L+1

(bi)mi

(q)mi

(ck/qbl′+1 · · · bM )m(l′−1)

(ck/bl′ · · · bM )m(l′−1)

×
l′−1∏
i=1

(
qti
bl′tl′

)mi L∏
i=l′+1

(
bl′tl′

biti

)mi−1 M∏
i=L+1

(
bl′tl′

biti

)mi

·
(
bl′tl′

q

)mL
}
. (2.3)

ただし, m(l) = m1 + · · ·+ml − (ml+1 + · · ·+mM )である.

これらの級数はそれぞれ以下の領域で収束する：

級数 (2.1) :

{
|ti| < 1, 1 ≤ i ≤ L,

∣∣∣∣ c1 · · · cNq

a1 · · · aNbiti

∣∣∣∣ < 1, L+ 1 ≤ i ≤ M

}
,

級数 (2.2) :

{∣∣∣∣ c1 · · · cNq

a1 · · · aNbltl

∣∣∣∣ < 1,

∣∣∣∣ qtibltl

∣∣∣∣ < 1, 1 ≤ i ≤ l − 1,

∣∣∣∣ qtlbiti

∣∣∣∣ < 1, l + 1 ≤ i ≤ M

}
,

級数 (2.3) :

{
|tl| < 1,

∣∣∣∣ qtibltl

∣∣∣∣ < 1, 1 ≤ i ≤ l − 1,

∣∣∣∣ qtlbiti

∣∣∣∣ < 1, l + 1 ≤ i ≤ M

}
.

函数 FL
N,M , FL;k,l

N,M , GL;k,l′

N,M を用いて, EN,M の基本解が構成できる.

Proposition 2.2 ([3]). 0 ≤ L ≤ M , σ ∈ SM に対し,

uL,σ
0 =

M∏
i=L+1

t
−βσ(i)

σ(i) · FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {tσ(i)}1≤i≤M

)
,

uL,σ
k,l =



t
1+

∑M
i=l+1 βσ(i)−γk

σ(l)

M∏
i=l+1

t
−βσ(i)

σ(i) · GL;k,l
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; {tσ(i)}1≤i≤M

)
,

1 ≤ k ≤ N, 1 ≤ l ≤ L,

t
−αk+

∑M
i=l+1 βσ(i)

σ(l)

M∏
i=l+1

t
−βσ(i)

σ(i) · FL;k,l
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; {tσ(i)}1≤i≤M

)
,

1 ≤ k ≤ N, L+ 1 ≤ l ≤ M,

DL,σ =

{
|tσ(i)| < 1, 1 ≤ i ≤ L,

∣∣∣∣∣
N∏
j=1

cj
aj

· q

bσ(i)tσ(i)

∣∣∣∣∣ < 1, L+ 1 ≤ i ≤ M,

∣∣∣∣ qtσ(i)

bσ(j)tσ(j)

∣∣∣∣ < 1, 1 ≤ i < j ≤ M

}

とおく. ただし, aj = qαj , bi = qβi , cj = qγj とする. このとき, パラメータが条件

aj/ak, cj/ck, aj/bσ(i) · · · bσ(M), ck/bσ(i) · · · bσ(M) /∈ qZ, (1 ≤ i ≤ M + 1, 1 ≤ j ̸= k ≤ N),

を満たすならば,

uL,σ = T
(
uL,σ
0 , uL,σ

1,1 , . . . , u
L,σ
1,M , uL,σ

2,1 , . . . , u
L,σ
N,M

)
,

は DL,σ 上で収束する EN,M の基本解となる.

この命題は, 以下の手順で証明できる.



step1 uL,σ
0 , uL,σ

k,l が EN,M を満たすことを示す.

EN,M の対称性により, σ = id のときに EN,M を満たすことを見ればよい. uL,id
0 , uL,id

k,l が

EN,M を満たすことは直接計算でわかる.

step2 uL,σ
0 , uL,σ

k,l が擬定数体K = {C(t) | TiC(t) = C(t) (1 ≤ i ≤ M)}上一次独立であることを示す.

これは, 次の主張から従う：

Claim. δi = (δ1,i, . . . , δM,i) ∈ CM (1 ≤ i ≤ n)とする. このとき任意の i ̸= j に対し δi ̸= δj

であり,

fi(t1, . . . , tM ) = tδi(1 +O(||t||))

ならば, f1, . . . , fn は擬定数体K 上一次独立である. ここで, tδi = t
δ1,i
1 · · · tδM,i

M である.

Claimの証明は Vandermonde行列式に帰着させることで証明できる.

Remark 2.3. これらの基本解を発見した方法について少し述べておく. まず後述する手法 (N+1φN

の接続公式を繰り返し適用する手法)を用いて FN,M の接続公式を計算する. この接続公式を整理す

れば, 和 FL
N,M , FL;k,l

N,M が現れる. これにより FL
N,M , FL;k,l

N,M を用いた解を発見した. さらに L = 0の

とき,

F0
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
= FN,M

(
{qb1 · · · bM/cj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{qb1 · · · bM/aj}1≤j≤N
;

{
c1 · · · cNq

a1 · · · aNbiti

}
1≤i≤M

)
,

となるので, 上で求めた FN,M の接続公式を F0
N,M に適用することができる. F0

N,M の接続公式を書

き下してみることで, GL;k,l′

N,M を用いた解が発見できた.

Remark 2.4. N = 1, q → 1のとき (すなわち, Lauricella超幾何函数 FD に付随する微分方程式の

とき), 領域 {|t1| ≪ · · · ≪ |tL| ≪ 1 ≪ |tL+1| ≪ · · · ≪ |tM |}における基本解が, 今日では GKZ超

幾何函数論と呼ばれる理論により

FD,j

(
α̃; {β̃i}1≤i≤M

γ̃
; {xi}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

(α̃)−m(j−1)

(γ̃)−m(j−1)

M∏
i=1

(β̃i)mi

(1)mi

M∏
i=1

xmi
i ,

という函数を用いて構成されている [2]. (ここでの (α)n は α(α+ 1) · · · (α+ n− 1)の意味である.)

N = 1のとき, 解 uL,σ
0 , uL,σ

k,l は [2]による FD,j を用いた解の q 類似となっている.

また, 上記の基本解は漸近挙動で特徴づけることができる.

Proposition 2.5 ([3]). f(t)を EN,M の, DL,id 上で収束する解とする. xi = ti/ti+1, 1 ≤ i < L,

xL = tL, xL+1 = 1/tL+1, xi = ti−1/ti, L+ 1 < i ≤ M と変数変換する. このとき適当なパラメー

タ δ = (δ1, . . . , δM )を用いて

f(t) = tδ(1 +O(||x||)),

とかけるならば, f(t)は uL,id
0 , uL,id

k,l のいずれかとなる.



実際 EN,M を

 ts
ts+1

· · · tL−1

tL
tL

N∏
j=1

(1− ajT ) · (1− bsTs)−
N∏
j=1

(
1− cjq

−1T
)
· (1− Ts)

 f(t) = 0,

1 ≤ s ≤ L,
N∏
j=1

(1− ajT ) · (1− bsTs)−
1

tL+1

tL+1

tL+2
· · · ts−1

ts

N∏
j=1

(
1− cjq

−1T
)
· (1− Ts)

 f(t) = 0,

L+ 1 ≤ s ≤ M,{
tr
ts
(1− brTr)(1− Ts)− (1− bsTs)(1− Tr)

}
f(t) = 0, 1 ≤ r < s ≤ M,

と書き直し, xの最低次の項を見ることで,

N∏
j=1

(
1− cjq

−1qδ1+···+δM
)(
1− qδs

)
= 0, 1 ≤ s ≤ L,

N∏
j=1

(
1− ajq

δ1+···+δM
)(
1− bsq

δs
)
= 0, L < s ≤ M,

(
1− bsq

δs
)(
1− qδr

)
= 0, 1 ≤ r < s ≤ M,

がわかる. これを解くと,

(δ1, . . . , δM ) = (0, . . . , 0,−βL+1, . . . ,−βM ),

(
1 +

M∑
i=2

βi − γk,−β2, . . . ,−βM

)
,(

0, 1 +

M∑
i=3

βi − γk,−β3, . . . ,−βM

)
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·(
0, . . . , 0, 1 +

M∑
i=L+1

βi − γk,−βL+1, . . . ,−βM

)
,



(
0, . . . , 0,−αk +

M∑
i=L+2

βi,−βL+2, . . . ,−βM

)
,(

0, . . . , 0,−αk +

M∑
i=L+3

βi,−βL+3, . . . ,−βM

)
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(0, . . . , 0,−αk),

がわかり, f(t)が uL,id
0 , uL,id

k,l のいずれかであることがわかる.

3 接続行列

この章では, 前章で構成した EN,M の基本解の間の接続行列を求める. すなわち, uL1,σ1 と uL2,σ2

の間の接続行列を求める. この問題は原理的には以下の行列を求めることで解ける：



• uL,id と uL+1,id の間の接続行列.

• uL,id と uL−1,id の間の接続行列.

• uM,id と uM,sr の間の接続行列.

ここで, sr = (r, r + 1) ∈ SM である. さらに, これらの問題は全て一般 q 超幾何函数 N+1φN の接

続公式を用いて計算できる.

Lemma 3.1 ([6]). 一般 q 超幾何函数の接続公式は以下で与えられる：

N+1φN

(
a1, . . . , aN+1

b1, . . . , bN
; t

)
=

N+1∑
k=1

{
N∏
j=1

(bj/ak)∞
(bj)∞

∏
1≤j≤N+1

j ̸=k

(aj)∞
(aj/ak)∞

× θ(tak)

θ(t)
N+1φN

(
{qak/bj}1≤j≤N , ak

{qak/aj}1≤j≤N+1, j ̸=k
;

b1 · · · bNq

a1 · · · aN+1t

)}
. (3.1)

この接続公式は以下の積分に Cauchyの積分定理を用いることで得られる：∫
C

(b1x, . . . , bNx, qx/t, t/x)∞
(a1x, . . . , aN+1x, 1/x)∞

dx

x
.

ただし, 積分路 C は 1/(a1x, . . . , aN+1x)∞ の極が C の外に, 1/(1/x)∞ の極が C の内に来るように

x = 0を反時計回りに一周するループである. この証明方法の詳細については, Gasper-Rahman [1]

を参照されたい.

まず, uL,id と uL+1,id の間の接続行列を考える. 定義より,

uL,id
0 =

M∏
i=L+1

t−βi

i · FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
,

FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

∑
m1,...,mM≥0

N∏
j=1

(aj/bL+1 · · · bM )m(L)

(cj/bL+1 · · · bM )m(L)

M∏
i=1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=1

tmi
i

M∏
i=L+1

(
q

biti

)mi

=
∑

m1,...,mL,mL+2,...,mM≥0

{
N∏
j=1

(aj/bL+1 · · · bM )m(L)′

(cj/bL+1 · · · bM )m(L)′

∏
1≤i≤M
i ̸=L+1

(bi)mi

(q)mi

L∏
i=1

tmi
i

M∏
i=L+2

(
q

biti

)mi

× N+1φN

{qbL+1 · · · bM/cjq
m(L)′}1≤j≤N , bL+1

{qbL+1 · · · bM/ajq
m(L)′}1≤j≤N

;

N∏
j=1

cj
aj

· q

bL+1tL+1

},
とできる. 最右辺の N+1φN に接続公式 (3.1)を適用し, 整理することで以下を得る：

FL
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)
=

N∏
j=1

(qbL+2 · · · bM/aj , qbL+1 · · · bM/cj)∞
(qbL+1 · · · bM/aj , qbL+2 · · · bM/cj)∞

· θ(tL+1a1 · · · aN/c1 · · · cN )

θ(tL+1bL+1a1 · · · aN/c1 · · · cN )

×FL+1
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)



+

N∑
d=1

{
N∏
j=1

(cd/aj)∞
(qbL+1 · · · bM/aj)∞

∏
1≤j≤N
j ̸=d

(qbL+1 · · · bM/cj)∞
(cd/cj)∞

· (bL+1)∞
(cd/qbL+2 · · · bM )∞

× θ(tL+1a1 · · · aNcd/qbL+2 · · · bMc1 · · · cN )

θ(tL+1bL+1a1 · · · aN/c1 · · · cN )

×FL+1;d,L+1
N,M

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N
; {ti}1≤i≤M

)}
.

また, uL,id
k,L+1 の接続も同様に求めることができる. さらに, l ̸= L + 1 のときは uL,id

k,l = uL+1,id
k,l

となる. 以上より uL,id = AL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tL+1

)
uL+1,id となる行列 AL,id を,

N+1φN の接続公式を用いることで明示的に求めることができる. このような, 「多重和の一

部を一般 q 超幾何函数 N+1φN とみなし, そこに接続公式を適用する」という手法を用いれば,

uL,id = BL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tL

)
uL−1,id, uM,sr = SM,id

sr

(
{bi}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

;
tr

tr+1

)
uM,id

となる行列 BL,id, SM,id
sr も同様に求めることができる. AL,id, BL,id, SM,id

sr の具体形について

は省略する ([3] を参照されたい). さらに, AL,σ = AL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tσ(L+1)

)
,

BL,σ = BL,id

(
{aj}1≤j≤N , {bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

; tσ(L)

)
, SM,σ

sr = SM,id
sr

(
{bσ(i)}1≤i≤M

{cj}1≤j≤N

;
tσ(r)

tσ(r+1)

)
とお

けば, uL,σ = AL,σuL+1,σ, uL,σ = BL,σuL−1,σ,uM,srσ = SM,σ
sr uM,σ となる. 以上により, 次の主

定理を得る.

Theorem 3.2 ([3]). 0 ≤ L1, L2 ≤ M , σ1, σ2 ∈ SM に対し,

uL2,σ2 = AL2,σ2AL2+1,σ2 · · ·AM−1,σ2S
M,sr2 ···srIσ1

sr1
S
M,sr3 ···srIσ1

sr2
· · ·SM,σ1

srI

×BM,σ1BM−1,σ1 · · ·BL1+1,σ1uL1,σ1 , (3.2)

である. ただし, σ2 = sr1 · · · srIσ1, sr = (r, r + 1) ∈ SM とする.

参考文献

[1] Gasper G., Rahman M., Basic hypergeometric series, 2nd ed., Encyclopedia of Mathematics

and its Applications, Vol. 96, Cambridge University Press, Cambridge, 2004.

[2] Gelfand I.M., Zelevinsky A.V., Kapranov M.M., Hypergeometric functions and toric vari-

eties, Funct. Anal. Appl. 23 (1989), 94–106.

[3] Nobukawa T., Connection problem for an extension of q-hypergeometric system, SIGMA

18 (2022), 080, 21 pages, arXiv:2102.09175.

[4] Park K., A certain generalization of q-hypergeometric functions and their related

monodromy preserving deformation, J. Integrable Syst. 3 (2018), xyy019, 14 pages,

arXiv:1804.08921.



[5] Park K., A certain generalization of q-hypergeometric functions and their related mon-

odromy preserving deformation II, arXiv:2005.04992.

[6] Watson G.N., The continuation of functions defined by generalized hypergeometric series,

Trans. Camb. Phil. Soc. 21 (1910), 281–299.

[7] 青本和彦, 喜多通武, 超幾何関数論, 丸善出版, 1994.

[8] 原岡喜重, すうがくの風景 超幾何関数, 朝倉書店, 2002.

[9] 吉田正章, 私説超幾何関数 ―対称領域による点配置空間の一意化―, 共立出版, 1997.


