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概要
ブレイド群 Bn は，n− 1個の生成元で生成されブレイド関係式を満たすものである．ブレイ
ド群の表現の分類は完了しておらず，既知の表現から新しい既約表現を得る手法の研究は有用で
ある．本講演では，ブレイド群の既知の表現から新しい表現を得る手法である Long-Moody 構
成（LM構成）について概説したのち，その一般化について述べる．また，一般化された LM構
成の応用例として KZ型方程式のモノドロミー表現との関連について述べる．

1 導入
1.1 ブレイド群
ブレイド群は 1925年に E. Artinによって代数的に定義された [1]．そして，1962年に R. H. Fox

により n 点の順序なし配置空間の基本群と同型であることが示された [2]．1969 年には J. Birman

により，n点つき閉円盤の写像類群との同型が示された [3]．このように，ブレイド群には様々な解
釈があるため，様々な分野への応用が知られている．その中でもブレイド群の表現の分類は未解決で
あり，ブレイド群の表現の構成方法の研究は重要である．本稿では，ブレイド群の表現の構成方法で
ある Long-Moody 構成に注目し，その一般化を与え，KZ型方程式のモノドロミー表現との関連に
触れる．

定義 1.1 (Artinのブレイド群 Bn). n > 1とする．n− 1個の生成元 σ1, · · · , σn−1 で生成され，以
下のブレイド関係式を満たすものを Artinのブレイド群 Bn という．
[BR1] σiσj = σjσi (|j − i| > 1)

[BR2] σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 (i = 1, · · · , n− 2)

定義 1.2 (純ブレイド群 Pn). Π: Bn −→ Sn の核を純ブレイド群という．

Fn を x1, · · · , xn で生成される階数 nの自由群とする．

定義 1.3 (Fn のブレイド自己同型群 B̃n). f̃ を Fn の自己同型写像とする．f̃ が以下を満たすとき，
ブレイド自己同型という．

1. ある µ ∈ Sn が存在して，すべての i = 1, · · · , nで f̃(xk)が f̃(xµ(k))と Fn で共役．
2. f̃(x1x2 · · ·xn) = x1x2 · · ·xn．



定義からわかるようにブレイド自己同型写像の全体は群をなす．これをブレイド自己同型群 B̃n と
いう．そして以下の対応により B̃n は Bn と同型となる．
まず，Fn と Bn の生成元をそれぞれ xj , σi, j = 1, · · · , n, i = 1, · · · , n− 1とするとき，

σ̃i(xj) =


xi+1 (j = i)
x−1
i+1xixi+1 (j = i+ 1)

xj (j 6= i, i+ 1)

は Fn のブレイド自己同型となる．
このとき，σi 7→ σ̃i により B̃n は Bn と同型となる．

1.2 Long-Moody構成
以下，体をひとつ固定し，それを k とする．
Long と Moody [4]は，Fn と Bn の半直積の既知の線形表現から Bn の新しい線形表現を構成す

る方法（Long-Moody 構成）を与えた．Burau 表現 [5]や，純ブレイド群の表現である Gassner 表
現，Hecke 環の表現とも関連の深い Lawrence-Krammer-Bigelow 表現などもこの方法を用いて構成
出来ることが知られている．
ここで Fn と Bn の半直積は次の関係式で入れるものとする．Fn と Bn の生成元をそれぞれ

xj , σi, j = 1, · · · , n, i = 1, · · · , n− 1とするとき，

σixjσ
−1
i =


xi+1 (j = i)
x−1
i+1xixi+1 (j = i+ 1)

xj (j 6= i, i+ 1)
.

定理 1.4 (Long-Moody 構成). V を有限次元ベクトル空間とする．

ρ : Fn ⋊Bn −→ GL(V )

に対して，

ρ̃ : Bn −→ GL(V ⊕n)

を構成できる．

1.3 KZ型方程式
定義 1.5 (KZ型方程式). n > 1, N を自然数とし , z = (z1, · · · , zn) ∈ Cn とする．
Ai,j を N ×N の定数行列とし，以下の常微分方程式の Pfaffian system を KZ型方程式という．

n∑
i=1

∂u

∂zi
=

n∑
i=1

(

n∑
j=i+1

Aij

zi − zj
)u

更に次の可積分条件を課すものとする．



[Ai,j , Ak,l] = O ({i, j} ∩ {k, l} 6= ∅)

[Ai,j , Ai,k +Aj,k] = O (i 6= j, i 6= k, j 6= k)

KZ型方程式の定義域の基本群は純ブレイド群になる．
Qn := {z1, · · · , zn}とし，C上の経路 σij を, zi を基点とし，Qn の点では zj のみを内部に含むよ

うな反時計回りの単純閉曲線とする．そして，この経路に沿った解析接続を σij∗ と書くとする．こ
のとき解析接続 σij∗ に対応するモノドロミー行列は，方程式の解空間を U とすると，σij∗U = UMij

と書ける．
原岡は, この KZ 型方程式のモノドロミー表現 (Mij)1≤i<j≤n−1 から新しいモノドロミー表現

(Nij)1≤i<j≤n−1 を構成する方法を構築した [6]．Nij はMij の多項式を成分に持つ n− 1× n− 1行
列となる．

2 主結果
2.1 Long-Moody構成の一般化
廣惠一希氏との共同研究により，Dettweiler-Reiterのコンボリューション [7]により，LM構成の

一般化である，Fn ⋊Bn の誘導表現を構成する手法を構築した．

定義 2.1 (Dettweiler-Reiterのコンボリューション). V を体を k とする有限次元線形空間とする．
λ ∈ k×, Fn の生成元を xi とする．

与えられた ρ : Fn −→ GL(V )に対して，

ρcλ : Fn −→ GL(V )

ρcλ(xi)：=



1

. . .

1

λ(ρ(x1)− 1) · · · λ(ρ(xi−1)− 1) λρ(xi) ρ(xi+1)− 1 · · · ρ(xn)− 1

1

. . .

1


を Dettweiler-Reiterのコンボリューションという．

定理 2.2. V を体を k とする有限次元線形空間とする．xi を Fn の生成元とし，∀B ⊆ Bn, λ ∈ k×

とする．このとき，

ρ : 　 Fn ⋊B −→ GL(V )



に対して，群準同型 ρ̃cλ : Fn ⋊B −→ GL(V ⊕n)を次のようにして構成できる．

ρ̃cλ(xi) :=ρcλ(xi)

ρ̃cλ(σi) :=ρ(σi)

2.2 KZ型方程式との関連
前の章で構成した LM構成の一般化の応用例を次に示す．原岡によるモノドロミー表現の構成は，

KZ型方程式の定義域の基本群が純ブレイド群であることに注意すると Pn の表現から Pn の誘導表
現を構成する方法であるともみなせる．さらに，Pn ' Fn−1 ⋊ Pn−1 であることから，今回構成した
LM構成の一般化との対応を作ることが出来る．
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