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概要

2019 年, V. Kumar は Kronecker の稠密定理を用いて, ある条件の下で単項式指数をもつ

空隙級数の線形独立性に関する結果を与えた. 本講演では, Kumar の定理における条件を取

り除き, 線形独立性に関する結果の一般化をいくつか示す. 証明では, S. Chowla(1947) と P.

Erdős(1948)らによる合同式を用いた空隙の発見法および, K. Mahler(1953)の結果から導かれ

る不定方程式の解の有限性を用いる.

1 導入

Eisenstein級数の値の代数的独立性を与えた Nesterenko[7]の結果を受けて, D. Bertrand[1]およ

び, D. Duverney, Ke. Nishioka, Ku. Nishioka, I. Shiokawa[3]はヤコビテータ関数の代数的数にお

ける有理数体上の代数独立性をそれぞれ独立に示した. この 2つの結果の特別な場合として次の定理

が導かれる.

定理 1. 複素数 q (0 < |q| < 1)に対し, θ3(q)を次のように定める.

θ3(q) := 1 + 2

∞∑
n=1

qn
2

.

このとき, 任意の代数的数 α (0 < |α| < 1)に対し, θ3(α), θ
′
3(α), θ

′′
3 (α)は超越数.

この定理から特に次のことがわかる.

系 1. 任意の代数的数 α (0 < |α| < 1)に対し,

∞∑
n=1

αn2

は超越数.

一方, 3以上の整数 k に対する
∑∞

n=1 α
nk

の超越性は現在未解決である.

また, V. Kumar[5]は, 有理数体上における級数の線形独立性に関する定理を示した. Kumarの定理

の詳細については 3章で述べる. 本講演では Kumarの定理における条件を取り除き、線形独立性に

関する結果の一般化をいくつか示す.



2 空隙

本節ではタイトルにある空隙について説明する. はじめに, 無理性に関する次の命題を述べる.

命題 1. 実数 0 < α < 1の b進法展開を次で定める.

α =

∞∑
n=1

an
bn

.

ここで, an ∈ {0, 1, . . . , b− 1} (n = 1, 2, . . . ). このとき, ある整数 t (0 < t ≤ b− 1)に対し, ai = t

となる正整数 iが無限個存在して, かつ任意の正整数 N に対して, ak = ak+1 = · · · = ak+N = 0と

なる正整数 k が存在するとき, αは無理数である.

例 1. 命題 1を用いて
∞∑

n=1

1

2n2 +

∞∑
n=1

1

24n2 (1)

は無理数であることを示す. いま, (1)の 2進展開を次で定める.

∞∑
n=1

1

2n2 +

∞∑
n=1

1

24n2 =:

∞∑
n=1

an
2n

.

ここで, an ∈ {0, 1} (n = 1, 2, . . . ). このとき, 繰り上がりを考慮すれば、

an =

{
1 n = (2k − 1)2, 4k2 − 1 (k = 1, 2, . . . )

0 その他.

これより, 任意の正整数 N に対し, a(2N+1)2 = 1, a(2N+1)2+1 = · · · = a(2N+1)2+N = 0. よって,

命題 1より, (1)は無理数.

例 1では線形結合の 2進展開において, 零でない an の周りに任意の長さの零列をもつことを示した.

以降, このような零列を空隙と呼ぶ. 3章及び 4章にて紹介する定理の証明の基本方針は任意の長さ

の空隙をもつことを示すことである. 本講演では各定理における空隙の発見法についても説明して

いく.

3 先行結果

2019年に Kumarは, 次の定理を示した.

定理 2 (V. Kumar, 2019). k, b ≥ 2 を整数とする. また, 整数 1 ≤ a1 < · · · < am に対して,
k
√

ai/aj (i ̸= j)は無理数とする. このとき,

1,

∞∑
n=1

1

ba1nk , . . . ,

∞∑
n=1

1

bamnk

は有理数体上線形独立性である.



Kumarは定理 2の証明においてクロネッカーの稠密定理を用いて空隙を発見した. 定理 2の具体的

な例を 1つ挙げる.

例 2.

1,

∞∑
n=1

1

2n2 ,

∞∑
n=1

1

22n2 ,

∞∑
n=1

1

23n2 ,

∞∑
n=1

1

25n2

は有理数体上線形独立である.

定理 2は k
√

ai/aj(i ̸= j)が無理数であるという条件がある. これにより, 例えば次の数

∞∑
n=1

1

2n2 ,

∞∑
n=1

1

24n2

の線形独立性を定理 2を用いて示すことはできない. 定理 2の条件を取り除き, 一般化した結果を 4

章で解説する.

4 主定理

定理を述べる為の準備をする. M := {(i, j) | i = 1, 2, . . . , j = 2, 3, . . . }とする. 各 (i, j) ∈ M に

対して, 集合 Si,j を初項 hi,j , 公差 di,j > 0が互いに素である等差数列上の素数をすべて含む Nの無
限部分集合とする. 例えば, Si,j として N, 4を法として 1と合同な素数全体の集合, 奇数全体の集合

などが選択できる. また, {ai,j(n)}を有界な非零整数列とする. 例えば, ai,j(n)として, ある定数の

級数や交代級数をとることができる. このとき, 次が成り立つ.

定理 3 (M. , Y. Tachiya, 2022+). b ≥ 2を整数とする. このとき,

1,
∑

n∈Si,j

ai,j(n)

binj , (i, j) ∈ M

は有理数体上線形独立である.

定理 3では S. Chowla[2]と P. Erdős[4]らによる合同式を用いた空隙の発見法が用いられている.

定理 3において, 任意の (i, j) ∈ M に対して, Si,j = N, ai,j(n) = 1とすると, 次の系を得る.

系 2. b ≥ 2を整数とする. このとき,

1,

∞∑
n=1

1

binj , (i, j) ∈ M

は有理数体上線形独立である.

系 2は定理 2の拡張を与える. 系 2の例を 1つ挙げる.



例 3.

1,

∞∑
n=1

1

2n2 ,

∞∑
n=1

1

22n2 ,

∞∑
n=1

1

23n2 ,

∞∑
n=1

1

24n2 ,

∞∑
n=1

1

25n2 ,

∞∑
n=1

1

25n3

は有理数体上線形独立である.

例 3の結果は例 1, 例 2の結果の拡張になっている.

さて, 定理 3における集合 Si,j には条件が課されていたが, これを一般の Nの無限部分集合に置き換
えた場合, 定理 4は成り立たない. 例えば,

∑
n=2k

1

2n3 ,

∞∑
n=1

1

28n3

は有理数体上線形従属である. 実は, 定理 2における Kumarの条件を考慮することにより, 集合 Si,j

を一般の Nの無限部分集合に置き換えることができる.

定理 4 (M. , Y. Tachiya, 2022+). b ≥ 2を整数, LをM の部分集合とする. このとき, 任意の

無限集合 Ti,j ⊂ N ((i, j) ∈ L) に対して

1,
∑

n∈Ti,j

ai,j(n)

binj , (i, j) ∈ L

が有理数体上線形独立となるための必要十分条件は, 次の (i), (ii)が満たされることである.

(i) (i1, j1), (i2, j2) ∈ Lが相異なるとき, すべての整数 u, v に対して i1u
j1 ̸= i2v

j2 .

(ii) j = 2となる (i, j) ∈ Lは高々 1つ.

定理 4の証明においては, K. Mahler[6]の結果から導かれる不定方程式の解の有限性を用いて空隙を

発見している. 定理 4において, j を k ≥ 3で固定することにより, 次の系を得る.

系 3. k ≥ 3, b ≥ 2を整数とする. また, 整数 1 ≤ a1 < · · · < am に対して, k
√

ai/aj (i ̸= j)は無理

数とする. このとき, 任意の無限集合 Ti,j ⊂ N ((i, j) ∈ L)に対して,

1,
∑
n∈T1

1

ba1nk , . . . ,
∑

n∈Tm

1

bamnk

は有理数体上線形独立性である.

系 3は定理 2の (系 2とは別の)拡張を与える. 系 3の例を 1つ挙げる.

例 4.

1,

∞∑
n=1

1

2n3 ,
∑

n:prime

1

22n3 ,
∑
n=2k

1

23n3 ,
∑
n=k2

1

24n3 ,
∑
n≡5

(mod 10)

1

25n3

は有理数体上線形独立である.

例 4では Ti として偶数全体の集合, 平方数の集合, 10を法として 5と合同な正数の集合などを選ん

でいる. これらの集合は定理 4における集合 Si,j として選ぶことはできない.



5 今後の研究について

実数 x(|x| < 1)に対し,

f(x) :=

∞∑
n=1

xn

1− xn
, g(x) :=

∞∑
n=1

xn

1− xn
sin

πn

2

とおく. 1947年に Chowla[2]は次の定理を示した.

定理 5 (S. Chowla, 1947). 任意の整数 t ≥ 5に対して, g(1/t)は無理数.

また, 1948年に Erdős[4]は定理 5を拡張して任意の整数 t > 1に対して, f(1/t), g(1/t)は無理数で

あることを示した. Chowlaと Erdősらは合同式を用いて空隙を発見しており, 4節で説明した通り,

定理 3の証明においても利用している. これまでの手法を拡張することで, 任意の整数 t > 1に対し,

f

(
1

t

)
=

∞∑
n=1

1

tn − 1
,

∞∑
n=1

1

tinj , (i, j) ∈ M

は有理数体上で線形独立であることを示す研究を現在行っている.
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