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概要
本小論では, 特異拡散を含む項を緩和することによって得られる擬放物型偏微分方程式を考え
る. この問題は, 結晶粒界運動を記述するモデルや画像のノイズ除去問題のモデルなどで現れる,

特異拡散を含む放物型偏微分方程式を擬放物型近似することで得られる問題である. 初めに時間
離散化によって得られる楕円型境界値問題の可解性や正則性を議論した後, 極限操作によって元
の問題の可解性及び, 方程式の適切性について触れる. なお, 本小論は白川 健氏（千葉大学）との
共同研究に基づく.

1 導入
本小論を通して, Ω ⊂ RN (N ∈ N)は有界な領域とし, その境界 Γ := ∂Ωは十分なめらかであると
する. nΓ は Γの外向き単位法線ベクトルを表すものとする. 0 < T < ∞とし,{

Q := (0, T )× Ω, Σ := (0, T )× Γ,

H := L2(Ω), V := H1(Ω), H := L2(0, T ; H)

と置く.

本小論では, 以下の特異拡散を含む擬放物型偏微分方程式のクラス (P)ε (ε ∈ [0, 1])を考える:

(P)ε :=


∂tu− div (α∂γε(∇u) + β∇∂tu) 3 f in Q,

(α∂γε + β∇∂tu) · nΓ 3 0 on Σ,

u(0, x) = u0(x) for a.e. x ∈ Ω.

ここに, f ∈ H , 0 ≤ α ∈ V ∩ L∞(Ω), β ∈ W 1,∞(Ω)とし,

δ∗ := inf β(Ω) > 0

とする. γε は以下で定義される RN 上の凸関数の族である:

γε : y ∈ RN 7→ γε(y) :=
√

ε2 + |y|2 ∈ R, ∀ε ∈ [0, 1].

ここに, | · | はユークリッドノルムである. 初期値 u0 は次に定める解のクラス D0 に属する関数で
ある:

D0 :=
{
φ ∈ H2(Ω) |∇φ|Γ · nΓ = 0 in H

1
2 (Γ)

}
.



定義 1. u : (0, T ) −→ H が方程式 (P)ε の解であるとは, u ∈ W 1,2(0, T ; V )でかつ, 以下を満たす
ことである:

∃w ∈ H s.t. w(t) ∈ α∂γε(∇u(t)), a.e. t ∈ (0, T ) and∫
Ω

∂tu(t)φdx+

∫
Ω

(w(t) + β∇∂tu(t)) · ∇φdx =

∫
Ω

f(t)φdx, ∀φ ∈ V.

問題 (P)ε は次の特異拡散を含む初期値境界値問題を擬放物型近似することによって得られた問題
である: 

∂tu− div

(
α

Du

|Du|

)
= f in Q,(

α
Du

|Du|

)
· nΓ = 0 on Σ,

u(0, x) = u0(x) for a.e. x ∈ Ω.

(1.1)

(1.1)は結晶粒界運動を記述するモデル (cf. [8])や, 画像のノイズ除去のモデル (cf. [5])などで現れる
方程式である. [3]により, (1.1)は

inf α(Ω) > 0 and u0 ∈ BV (Ω) ∩H

という条件のもとで, 次のような正則性を持つ解が存在することがわかっている:

u ∈ W 1,2(0, T ; H) and |u(·)|BV (Ω) ∈ L∞(0, T ).

本問題における大きな特徴に, 拡散の速度を表す項 − div(β∇∂tu)がある. このような項を加えて
擬放物型近似した方程式には, 拡散が線形もしくは準線形の場合, [6, 10, 11]などによって次の正則性
を持つ解の一意存在が確認されている:

u ∈ W 1,2(0, T ; H2(Ω)).

本小論は, 特異性を持つ項による正則性の低下と擬放物型近似による正則性の向上という二つの相対
する性質が解に与える影響に注目する.

2 準備
X を実 Hilbert空間とする. | · |X をX 上のノルムとし, (·, ·)X はX 上の内積を表すとする. また,

| · |はユークリッド空間におけるノルムを表すとし, Rd 上の内積を以下で記述する:

y · ỹ :=

d∑
i=1

yiỹi, ∀y = [y1, . . . yd], ỹ = [ỹ1, . . . ỹd] ∈ Rd.

Ψ : X −→ (−∞,∞]を適正下半連続凸関数とし, Ψの実効領域を domΨと表す. u ∈ domΨにお
ける Ψの劣微分 ∂Ψ(u)を次で定義する:

∂Ψ(u) := {v ∈ X; (v, φ− u)H ≤ Ψ(φ)−Ψ(u), ∀φ ∈ X} .

また, {u ∈ X; ∂Ψ(u) 6= ∅}を ∂Ψの定義域とする.



例 1. 先に定めた γε について, D(∂γε) = RN でかつ, 次が成り立つ:

∂γε(x) = {∇γε(x)} (ε > 0), ∂γ0(x) = ∂ (| · |) (x) = Sgn(x).

例 2. 適正下半連続凸関数 Ψε : [H]N −→ [0,∞)を次で定める:

Ψε(v) :=

∫
Ω

αγε(v) dx, ∀v ∈ [H]N .

この時, ∂Ψε(v) := {αw ∈ [H]N ; w ∈ ∂γε(v)}と表される. さらに, Ψ̂ε : [H ]N −→ [0,∞)を

Ψ̂ε(v̂) :=

∫ T

0

Ψε(v̂(t)) dt, ∀v̂ ∈ [H ]N

として定める時, 以下が成り立つ:

∂Ψ̂ε(v̂) = {αŵ ∈ [H ]N ; ŵ(t) ∈ ∂Ψε(v̂(t)) a.e. t ∈ (0, T )}.

次に時間離散化に関する記法を導入する. τ > 0を時間幅を示す正定数とし, 時間の列 {ti}∞i=0 を

ti := iτ, ∀i = 0, 1, 2, . . .

として定める. 任意の列 {ti, ηi}∞i=0 ⊂ [0,∞) × X に対して, 3 通りの補完 [η]τ ∈ L∞
loc([0,∞); X),

[η]τ ∈ L∞
loc([0,∞); X), [η]τ ∈ W 1,2

loc ([0,∞); X)を次によって定める:

[η]τ (t) := χ(−∞,0]η0 +

∞∑
i=1

χ(ti−1,ti](t)ηi,

[η]τ (t) :=

∞∑
i=0

χ(ti,ti+1](t)ηi,

[η]τ (t) :=

∞∑
i=1

χ[ti−1,ti)(t)

(
t− ti−1

τ
ηi +

ti − t

τ
ηi−1

)
,

in X, ∀t ≥ 0

ここに, χE : R −→ {0, 1}は, 集合 E ⊂ Rの特性関数とする. これらの補完について, 以下の性質が
成り立つ:

命題 1. q ∈ [1,∞), η ∈ Lq(0, T ; X)とし,

ηi :=
1

τ

∫ ti

ti−1

η(t) dt, in X

として {ηi}∞i=0 を定める時,

[η]τ → η, [η]τ → η, [η]τ → η in Lq(0, T ; X) as τ ↓ 0

が成り立つ.

最後に主定理の証明の鍵となるMosco収束について, 定義とその性質について紹介する.



定義 2 (cf. [9]). X を Hilbert 空間とする. Ψ : X −→ (−∞,∞] を適正下半連続凸関数とし,

{Ψn}∞n=1 を X 上で定義された適正下半連続凸関数の列とする. Ψn が Ψに X 上でMosco収束する
とは, 以下の条件 (M1), (M2)を満たすことである:

(M1) w̌ ∈ X, {w̌n}∞n=1 ⊂ X,が w̌n → w̌ weakly in X as n → ∞を満たす時, limn→∞Ψn(w̌n) ≥
Ψ(w̌)が成り立つ.

(M2) 任意の ŵ ∈ D(Ψ) に対し, ŵn → ŵ in X, Ψn(ŵn) → Ψ(ŵ)as n → ∞ を満たすような
{ŵn}∞n=1 ⊂ X が存在する.

命題 2 (cf. [1], [7]). X, Ψ, {Ψn}∞n=1 は定義 2で与えたものとする.

Ψn → Ψ on X, in the sense of Mosco, as n → ∞,

及び, {
[w,w∗] ∈ X ×X, [wn, w

∗
n] ∈ ∂Ψn in X ×X, n ∈ N,

wn → w in X and w∗
n → w∗ weakly in X, as n → ∞.

を仮定する時, 以下が成り立つ:

[w,w∗] ∈ ∂Ψ in X ×X, and Ψn(wn) → Ψ(w), as n → ∞.

補足 1. 例 2において定義した Ψ̂ε について,

Ψ̂ε → Ψ̂0 on [H ]N , in the sense of Mosco, as ε ↓ 0

が成り立つ (cf. [2, 4]). 本小論においては, Ψ̂ε に対して命題 2を適用する.

3 主定理
まず初めに, 境界における意味づけを与えるため, 作用素 [(·) · nΓ]Γ を定義する:

定義 3. [ (·) · nΓ ]Γ :
{
w ∈ [H]N ; divw ∈ H

}
−→ H− 1

2 (Γ)を次の式によって定義する:

[v · nΓ]Γ(φ|Γ) :=
∫
Ω

div v · φdx+

∫
Ω

v · ∇φdx, ∀v ∈ {w ∈ [H]N ; divw ∈ H}, ∀φ ∈ V.

本章では先の準備や記法を元として, 問題 (P)ε について得られた結果を記述する. 特異性を持つ項
を緩和した ε > 0と ε = 0の場合の間には, 正則性や意味づけに関して幾らかの差異が見られた.

定理 1. 任意の ε ∈ (0, 1]に対し, (P)ε は解 uε をただ一つ持ち, 次の (S0)ε–(S2)ε を満たす:

(S0)ε u ∈ W 1,2(0, T ; H2(Ω)) and uε(0) = u0 in H

(S1)ε uε は境界において次の意味で特徴づけられる:

∇u(t)|Γ · nΓ = ∇∂tu(t)|Γ · nΓ = 0 on Γ, for a.e. t ∈ (0, T )

(S2)ε 初期値を u1
0, u

2
0 ∈ D0 とする時, 二つの解 u1

ε, u
2
ε は次の不等式を満たす:∣∣u1

ε(t)− u2
ε(t)

∣∣2
V
≤ Cβ |u1

0 − u2
0|2V , ∀t ∈ (0, T )



定理 2. ε = 0の時, (P)0 は解 uをただ一つ持ち, 次の (S0)–(S2)を満たす:

(S0) u ∈ W 1,2(0, T ; V ) and u(0) = u0 in H

(S1) 解 uは境界において次の意味で特徴づけられる:

[(w(t) + β∇∂tu(t)) · nΓ]Γ = 0 in H− 1
2 (Γ), for a.e. t ∈ (0, T ).

(S2) 初期値を u1
0, u

2
0 ∈ D0 とする時, 二つの解 u1, u2 は次の不等式を満たす:∣∣u1(t)− u2(t)

∣∣2
V
≤ Cβ |u1

0 − u2
0|2V , ∀t ∈ (0, T )

4 証明の概要
本章は, 重要な補題の紹介および主定理の証明の概略を記述する.

4.1 証明のための準備
主定理において, 解は ε > 0の場合における, (P)ε の時間離散化スキームの極限によって得られる.

τ > 0を時間幅とし, 以下の時間離散化スキームの解の存在を考える:

(AP)ετ : 以下の方程式を満たすような関数列 {uε,i}∞i=1 ⊂ {φ ∈ H2(Ω) |∇φ|Γ · nΓ = 0 on Γ} を求
める: 

1

τ
(uε,i − uε,i−1)− div

(
α∇γε(∇uε,i) + β∇

(
uε,i − uε,i−1

τ

))
= fi in Ω,

∇uε,i|Γ · nΓ = 0 on Γ, i = 1, 2, . . . .

ここに, u0 は先に与えた初期値とし, fi は各時間幅における積分平均とする. すなわち:

fi(x) :=
1

τ

∫ ti

ti−1

f(t, x) dt, ∀x ∈ Ω.

この方程式は次の楕円型境界値問題に帰着させることができる:{
− div (α∇γε(∇u) + β∇u) + α0u = f in Ω,

∇u|Γ · nΓ = 0 on Γ, i = 1, 2, . . . .

ここで, 0 ≤ α ∈ V ∩ L∞(Ω), β ∈ W 1,∞(Ω), α0 ∈ L∞(Ω), f ∈ L2(Ω)とし,

inf β(Ω) ∪ inf α0(Ω) > 0

とする. この問題には, 任意の ε > 0に対し, クラスD0 に属する解が一意に存在することが確かめら
れており, したがって (AP)ετ には解 {uε,i}∞i=1 ⊂ D0 がただ一つ存在する. すなわち, {uε,i}∞i=1 は各
iについて, 次の変分不等式を満たす:

1

τ
(uε,i − uε,i−1, φ)H +

(
α∇γε(∇uε,i) +

β

τ
∇(uε,i − uε,i−1),∇φ

)
[H]N

= (fi, φ)H , ∀φ ∈ V.



4.2 主定理 1の証明の概略
主定理の証明は主に Ascoliのコンパクトな埋め込み定理 (cf. [12, Corollary 4])に依拠する. した
がって, 次の有界性に関する補題を導くことが証明の鍵である.

補題 3. ある適当な τ∗ が存在し, 任意の ε ∈ (0, 1), τ ∈ (0, τ∗)に対して以下の不等式が成り立つ:

|[uε]τ |2L∞(0,T ;H2(Ω)) ≤ CΩ,T,α,β,f (1 + |u0|2H2(Ω)), (4.1)

|[uε]τ |2W 1,2(0,T ;V ) ≤ CΩ,T,α,β,f (1 + |u0|2V ), (4.2)

|[uε]τ |2W 1,2(0,T ;H2(Ω)) ≤
1

ε
CΩ,T,α,β,f (1 + |u0|2H2(Ω)).

この補題により,
τ∗ > τ1 > τ2 > · · · > τn ↓ 0 as n → ∞

を満たす列 {τn}n∈N と, 関数列の極限 uε ∈ L∞(0, T ; H2(Ω)) ∩W 1,2(0, T ; H2(Ω))が存在して,

[uε]τn → uε in C([0, T ]; V ), weakly in W 1,2(0, T ; H2(Ω)) as n → ∞,

[uε]τn → uε in L2(0, T ; V ) as n → ∞.

が成り立つ. これらの収束により,

(∂tuε(t), φ)H + (α∇γε(∇uε(t)) + β∇∂tuε(t), φ)[H]N = (f(t), φ)H ,

∀φ ∈ V, a.e. t ∈ (0, T ).
(4.3)

及び,

∇uε(t)|Γ · nΓ = ∂t (∇uε(t)|Γ · nΓ) = ∇∂tuε(t)|Γ · nΓ = 0, on Γ, a.e. t ∈ (0, T ).

を得る. 以上で (S1)ε, (S2)ε が確かめられた. 解の一意性, 連続依存性は (4.3)において φ = u1
ε − u2

ε

を代入することによって得られる.

4.3 主定理 2の証明の概略
主定理 1 によって得られた関数列 {uε}ε∈(0,1) は (4.1), (4.2) から L∞(0, T ; H2(Ω)) 及び

W 1,2(0, T ; V ) で有界である. また, 関数列 {α∇γε(∇uε)}ε∈(0,1) は [H ]N で有界である. した
がって,

1 > ε1 > ε2 > · · · > εn ↓ 0 as n → ∞

を満たす {εn}n∈N 及び, u ∈ W 1,2(0, T ; V ), w ∈ [H ]N が存在して,

uεn → u in C([0, T ]; V ), weakly in W 1,2(0, T ; V ) as n → ∞,

α∇γε(∇uεn) → w weakly in [H ]N as n → ∞

が成り立つ. したがって,

(∂tu(t), φ)H + (w(t) + β∇∂tu(t), φ)[H]N = (f(t), φ)H , ∀φ ∈ V, a.e. t ∈ (0, T ). (4.4)



また, 例 2において定義した Ψ̂ε に対して,

α∇uεn(t) ∈ ∂Ψ̂εn(∇uεn(t)), a.e. t ∈ (0, T ), ∀n ∈ N

が成り立つ. 命題 2を適用して,

w(t) ∈ ∂Ψ̂0(∇u(t)) = α∂γ0(∇u(t)), a.e. t ∈ (0, T ).

を得る. 以上により uは (P)0 の解であることが示された.

次に, 境界において満たす性質を確かめる. (4.4)により,

∂tu(t)− div (w(t) + β∇∂tu(t)) = f in H, a.e. t ∈ (0, T ). (4.5)

(4.4), (4.5)から,

[(w(t) + β∇∂tu(t)) · nΓ]Γ (φ|Γ)
= (div (w(t) + β∇∂tu(t)) , φ)H + (w(t) + β∇∂tu(t),∇φ)[H]N = 0, ∀φ ∈ V, a.e. t ∈ (0, T )

が成り立ち, (S2)が確かめられた. 連続依存性, 解の一意性は (4.4)において φ = u1 − u2 を代入す
ることで容易に得られる.
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