
Weighted estimates and large time behavior of solutions

to the semilinear heat equation

早稲田大学大学院 先進理工学研究科 物理学及応用物理学専攻 修士課程 2年
草場 竜之介 (Ryunosuke KUSABA)∗

概 要
本稿では, 熱半群の重み付き評価と漸近展開の精密化を基礎として, 冪乗型の非線形項を持

つ半線形熱方程式に対する時間大域解の重み付き評価と長時間挙動を考察する. 尚, 本稿は小
澤徹教授 (早稲田大学)との共同研究 [19]に基づく.

1 導入
本稿では, 次の半線形熱方程式の初期値問題を考える：∂tu−∆u = f (u) , (t, x) ∈ (0,+∞)× Rn,

u (0) = φ, x ∈ Rn.
(P)

但し, u : [0,+∞) × Rn → Rは未知函数, φ : Rn → Rは初期時刻 t = 0で与えられた初期値, ∆

は Rnにおけるラプラシアン, ∂t := ∂/∂tである. さらに, f : R → Rは冪乗型の非線形項で, ある
p ∈ (1,+∞)により,

f (u) = ±up, ± |u|p , ± |u|p−1 u

のいずれかで表されるものとする. このような冪乗型の非線形項を持つ半線形熱方程式は, 数学以
外の文脈でも様々な場面で登場し, 例えば燃焼反応を記述する数理モデルとして現れる (cf. [2, 22]).

初期値問題 (P)を数学的に解析した論文として Fujita [3]が先駆的である. この論文は, 空間次
元 nと解の挙動の関係を探るために, 非線形項を f (u) = upとした (P)を考案・解析し, 解の挙動
が冪の指数 pと空間次元のみから定まる指数 pF (n) := 1 + 2/nの大小関係に応じて次のように変
化することを明らかにした：
(1) p > pF (n)のとき, 十分に小さい非負の初期値に対して (P)は一意的な時間大域解を持つ.

(2) p < pF (n)のとき, 恒等的に零でない非負の初期値に対する (P)の解は有限時間で爆発する.

その後, Hayakawa [6]やKobayashi-Sirao-Tanaka [18]などにより, p = pF (n)の場合は (2)に該当
することが示された. また, 他の冪乗型の非線形項の場合も数多くの論文で解析されており, いず
れの場合も pF (n)は解の挙動を特徴づける重要な指数の一つである (cf. [5, 1]). 以上のことから,

pF (n)は発見者の名を冠して藤田指数と呼ばれている.

さて, 非線形項がいずれの場合でも, p > pF (n)ならば (非負とは限らない)小さな初期値に対し
て (P)は一意的な時間大域解を持つことが知られている. 本稿では, その時間大域解に対する重み
付き評価と長時間挙動に関して得た結果を報告する.
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2 熱半群の基本評価と漸近展開
本研究に関連する先行研究を述べる前に, 熱半群の基本事項を纏めて置く. 以下, 非負整数全体

の成す集合を Z≥0と表し, 各 α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn
≥0, x = (x1, . . . , xn) ∈ Rnに対して,

|α| :=
n∑

j=1

αj , α! :=
n∏

j=1

αj !, xα :=
n∏

j=1

x
αj

j , ∂α :=
n∏

j=1

∂
αj

j , ∂j :=
∂

∂xj

と定義する. また, α = (α1, . . . , αn), β = (β1, . . . , βn) ∈ Zn
≥0 が任意の j ∈ {1, . . . , n}に対して

αj ≤ βj を満たすとき, α ≤ βと表す. さらに, 各 q ∈ [1,+∞]に対して Lebesgue空間 Lq (Rn)の
ノルムを ‖ · ‖q と表し, 各m ∈ Nに対して重み付き Lebesgue空間 L1

m (Rn)を,

L1
m (Rn) :=

{
φ ∈ L1 (Rn) ; |α| ≤ mなる任意の α ∈ Zn

≥0に対して xαφ ∈ L1 (Rn)
}

と定義する. 但し, xαφは Rn 3 x 7→ xαφ (x) ∈ Rなる函数を表す.

各 φ ∈ Lq (Rn), q ∈ [1,+∞]に対し, φを初期値とする線形熱方程式 (f ≡ 0とした (P))の
t ≥ 0における解を et∆φと表す. 初期値に対する解の一意性より, Lq (Rn)上の有界線形作用素の
族 (et∆; t ≥ 0

)は半群を成し, これを熱半群という. 特に t > 0のとき, et∆φはGauss核

Gt (x) := (4πt)−
n
2 exp

(
−|x|2

4t

)
, x ∈ Rn

を用いて, (
et∆φ

)
(x) = (Gt ∗ φ) (x) =

∫
Rn

Gt (x− y)φ (y) dy, x ∈ Rn

と表される. ここで, 各 t > 0に対し, 伸長 δtを L1 (Rn)における等長作用素として,

(δtφ) (x) = t−
n
2 φ
(
t−

1
2x
)
, x ∈ Rn

と定義する. このとき, 任意の q ∈ [1,+∞]に対して,

‖δtφ‖q = t
−n

2

(
1− 1

q

)
‖φ‖q (2.1)

が成り立つ. また, Gt = δtG1より任意の α ∈ Zn
≥0に対して,

∂αGt = ∂α (δtG1) = t−
|α|
2 δt (∂

αG1)

が成り立ち,

∂αet∆φ = (∂αGt) ∗ φ = t−
|α|
2 (δt (∂

αG1)) ∗ φ

と表される. よって, Hausdorff-Youngの不等式と式 (2.1)より, 1 ≤ q ≤ p ≤ +∞ならば任意の
α ∈ Zn

≥0, t > 0に対して,

∥∥∂αet∆φ∥∥
p
≤ t

−n
2

(
1
q
− 1

p

)
− |α|

2 ‖∂αG1‖r ‖φ‖q (2.2)



が成り立つ. 但し, r ∈ [1,+∞]は 1/p + 1 = 1/r + 1/qなる指数である. 次に, 熱半群の漸近展開
を考える. そこで, 各 α ∈ Zn

≥0に対し, α次の多変数Hermite多項式Hαを,

Hα (x) := (−1)|α| e|x|
2

∂αe−|x|2 =
∑
2β≤α

(−1)|β| α!

β! (α− 2β)!
(2x)α−2β , x ∈ Rn

と定義し,

hα (x) := Hα

(x
2

)
=
∑
2β≤α

(−1)|β| α!

β! (α− 2β)!
xα−2β , x ∈ Rn

と置く. このとき, 任意の x ∈ Rnに対して,

(∂αG1) (x) = (−1)|α| 2−|α|G1 (x)Hα

(x
2

)
= (−1)|α| 2−|α|G1 (x)hα (x)

となる. さて, N ∈ Z≥0とすると, 熱半群の積分表示に現れるGt (x− y)のN 次のTaylor展開は,

Gt (x− y) =
∑

|α|≤N

1

α!
(−y)α (∂αGt) (x)

+
∑

|α|=N+1

N + 1

α!

∫ 1

0
(1− θ)N (−y)α (∂αGt) (x− θy) dθ

=
N∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|α|=k

1

α!
yα (δt (hαG1)) (x)

+ 2−(N+1)t−
N+1

2

∑
|α|=N+1

N + 1

α!

∫ 1

0
(1− θ)N yα (δt (hαG1)) (x− θy) dθ

と表される. よって, φ ∈ L1
N+1 (Rn)ならば任意の q ∈ [1,+∞], t > 0に対して,

t
n
2

(
1− 1

q

)∥∥∥∥et∆φ−
N∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|α|=k

cαδt (hαG1)

∥∥∥∥
q

≤ 2−(N+1)t−
N+1

2

∑
|α|=N+1

1

α!
‖hαG1‖q ‖x

αφ‖1

が成り立つ. 但し,

cα :=
1

α!

∫
Rn

yαφ (y) dy

である. 本稿ではこのような漸近展開をN 次の漸近展開と呼ぶ1.

1本質的には何も変わらないが, 殆どの文献で熱半群の漸近形は (−1)|α| cα∂
αGt であり, それが Hermite多項式を

用いて具体的に, かつ減衰部分 t−k/2 と形状部分 2−kcαδt (hαG1)の積として書き下せることを明示した文献は我々が
知る限り他にない.



3 先行研究
初期値問題 (P)の時間大域解の漸近展開を導出した論文は数多くある. 例えば, 0次の漸近展

開は [5, 16, 17, 20, 8, 21] などにより様々な方法で導出されている. また, 高次の漸近展開も
[7, 9, 10, 12, 13]により得られているが, 0次の漸近展開の場合と比較してその方法は豊富でない
ように思われる. 実際, Ishige-Ishiwata-Kawakami [7]は熱半群の L1減衰評価を導出し, (P)の時
間大域解をその L1ノルムの減衰率に応じて分類した. その中で, 非線形項の冪の指数 pがある程
度大きいという仮定の下, 時間大域解の L1ノルムの減衰率に応じた漸近展開を得ている. この漸
近展開に関する結果は Ishige-Kawakami [9]により改善され, 時間大域解のL1ノルムの減衰率や非
線形項の冪の指数 pに余計な仮定を課さずに高次の漸近展開を得ている. しかし, その代償として
解の漸近形は熱方程式の重要な構造の一つである放物型の自己相似性 (cf. [4, Section 1.2])を失っ
た. その後, [10, 12, 13]により他の半線形放物型偏微分方程式にも適用できるよう拡張された. こ
の方法は, 熱方程式との関連が深い半線形消散型波動方程式の時間大域解の漸近展開を導出する際
にも有効である [15, 14]. 従って, [7, 9]によって導入・改良された方法は非常に強力なものである
が, これは高次の漸近展開だけでなく, 1次の漸近展開を導出する方法としても我々が知る限り唯
一の方法である. そこで我々は, 初期値問題 (P)の時間大域解の漸近展開を [7, 9]と異なる方法で
導出した (定理 4.6, 4.7).

さらに, 熱半群の漸近展開からも推察できる通り, (P)の時間大域解の漸近展開を導出するため
には解の重み付き評価が必要となる. 多くの場合, 時間大域解の重み付き評価は比較原理を用いて
導出されるが (cf. [7, Lemma 3.1]), そのためには解が比較原理を適用できる枠組みに入っている
かどうかに注意を払う必要がある. また, [10, Theorem 3.1]や [11, Theorem 1.2]は線形方程式の
解による逐次近似とAscoli-Arzelàの定理に基づくコンパクト性の議論により解の重み付き評価を
導出しているが, その際, 近似列の極限と (P)の解が一致していることを確認する必要がある. こ
のような問題を払拭するために, 我々は熱半群の重み付き評価を精密化し, それを応用した直接計
算によって時間大域解の重み付き評価を導出した (定理 4.1, 4.2, 4.5).

4 主定理
まず, 熱半群と掛け算作用素と見做した重み函数の交換関係の具体的表示とその評価に関する定

理を述べる.

定理 4.1

m ∈ N, φ ∈ L1
m (Rn)とする. このとき, |α| = mなる任意の α ∈ Zn

≥0 と任意の t > 0に対して
xαet∆φ ∈ L1 (Rn)となり,

xαet∆φ− et∆xαφ = Rα (t)φ in L1 (Rn) (4.1)

が成り立つ. 但し,

Rα (t)φ :=
∑

β+γ=α
β ̸=0

α!

β!γ!
(−2t∂)β et∆xγφ+

∑
β+γ≤α, |β+γ|≤|α|−2

|β|+1≤ℓ≤ |α|+|β|−|γ|
2

Cα
ℓβγt

ℓ∂βet∆xγφ (4.2)

であり, Cα
ℓβγ は t, x, φに依存しない実定数である.



定理 4.2

m ∈ Nとする. このとき, ある Cm > 0が存在し, 任意の φ ∈ L1
m (Rn), t > 0に対して,∑

|α|=m

∥∥xαet∆φ− et∆xαφ
∥∥
1
≤ Cm

{
t
1
2

∥∥|x|m−1 φ
∥∥
1
+
(
t
1
2 + t

m
2

)
‖φ‖1

}
(4.3)

が成り立つ.

熱半群の積分表示より, 任意のm ∈ N, φ ∈ L1
m (Rn), t > 0に対して,∑

|α|=m

∥∥xαet∆φ∥∥
1
≤ C

(
‖|x|m φ‖1 + t

m
2 ‖φ‖1

)
と評価される (cf. [7, Lemma 2.1]). 上式と式 (4.3)を比較すると, 右辺に現れる重み函数の冪が式
(4.3)ではmからm− 1に減少していることが分かる. この差が, 後に述べる (P)の時間大域解の
重み付き評価を比較原理やコンパクト性の議論に依らない直接計算で導出する際に重要となる.

注意 4.3

定理 4.1, 4.2より, 任意の φ ∈ L1
m (Rn), t > 0に対して,∑

|α|=m

‖Rα (t)φ‖1 ≤ Cm

{
t
1
2

∥∥|x|m−1 φ
∥∥
1
+
(
t
1
2 + t

m
2

)
‖φ‖1

}
(4.4)

が成り立つ. 実は, φ ∈ L1
m−1 (Rn)であっても上式は成立する. このことは, φ ∈ L1

m−1 (Rn)なら
ば |α| = mなる任意の α ∈ Zn

≥0に対してRα (t)φ ∈ L1 (Rn)となることを反映している.

次に, (P)の時間大域解の重み付き評価と長時間挙動に関する定理を述べる. 以下, 考える時間
大域解は次の命題で与えられるものとする. この命題はよく知られたものであり, (P)に対応する
積分方程式

u (t) = et∆φ+

∫ t

0
e(t−s)∆f (u (s)) ds (I)

に縮小写像の議論を適用することで示される.

命題 4.4 (cf. [11, Theorem 1.2], [21, Theorem 20.15])

p > pF (n)とする. このとき, ある ε0 = ε0 (n, p) > 0が存在し, ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0 なる任意の
φ ∈

(
L1 ∩ L∞) (Rn)に対して (P)の時間大域解

u ∈ X := (C ∩ L∞)
(
[0,+∞) ;L1 (Rn)

)
∩ (C ∩ L∞) ((0,+∞) ;L∞ (Rn))

が唯一つ存在する. さらに,

sup
q∈[1,+∞]

sup
t≥0

(1 + t)
n
2

(
1− 1

q

)
‖u (t)‖q < +∞ (4.5)

が成り立つ.

定理 4.5

p > pF (n), m ∈ Nとする. さらに, φ ∈
(
L1
m ∩ L∞) (Rn)を ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0 なるものとし,

u ∈ X を命題 4.4で与えられる (P)の時間大域解とする. このとき, u ∈ C
(
[0,+∞) ;L1

m (Rn)
)で

ある. さらに, ある Cm > 0が存在し, 任意の t ≥ 0に対して,∑
|α|=m

‖xαu (t)‖1 ≤ Cm

(
1 + t

m
2

)
(4.6)

が成り立つ.



定理 4.6

p > pF (n)とする. さらに, φ ∈
(
L1 ∩ L∞) (Rn)を ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0なるものとし, u ∈ X を命

題 4.4で与えられる (P)の時間大域解とする. このとき, 任意の q ∈ [1,+∞]に対してある Cq > 0

が存在し, 任意の t > 1に対して,

t
n
2

(
1− 1

q

) ∥∥u (t)− et∆φ1

∥∥
q
≤


Cqt

−σ if 0 < σ < 1,

Cqt
−1 log (1 + t) if σ = 1,

Cqt
−1 if σ > 1

(4.7)

が成り立つ. 但し,

σ :=
n

2
(p− 1)− 1 > 0, φ1 := φ+

∫ +∞

0
f (u (s)) ds ∈

(
L1 ∩ L∞) (Rn)

である.

定理 4.5, 4.6と熱半群の漸近展開を組み合わせると, (P)の時間大域解の漸近展開を得る.

定理 4.7

N ∈ Z≥0, p > 1 + (N + 3) /nとする. さらに, φ ∈
(
L1
N+1 ∩ L∞) (Rn)を ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0なる

ものとし, u ∈ X を命題 4.4で与えられる (P)の時間大域解とする.このとき, 任意の q ∈ [1,+∞]

に対してある Cq > 0が存在し, 任意の t > 1に対して,

t
n
2

(
1− 1

q

)∥∥∥∥u (t)− N∑
k=0

2−kt−
k
2

∑
|α|=k

cαδt (hαG1)

∥∥∥∥
q

≤

{
Cqt

− 1
2 if N = 0,

Cqt
−1 if N ≥ 1

(4.8)

が成り立つ. 但し,

φ1 := φ+

∫ +∞

0
f (u (s)) ds, cα :=

1

α!

∫
Rn

yαφ1 (y) dy

である.

注意 4.8

命題 4.4と定理 4.5より, p > 1 + (N + 3) /nは φ1 ∈ L1
N+1 (Rn)であるための十分条件である.

注意 4.9

定理 4.5, 4.6, 4.7において初期値の小ささ, 即ち ‖φ‖1 + ‖φ‖∞ ≤ ε0なる仮定は本質的でなく, い
ずれも式 (4.5)を満たす全ての時間大域解 u ∈ X に対して成立する. しかし, (P)の解は必ずしも
式 (4.5)を満たさない. 実際, Kawanago [16]は f (u) = up, p > pF (n)の場合に, 十分に大きい非
負の初期値に対する (P)の解は式 (4.5)を満たさないことを示した.

定理 4.5と定理 4.7は, 結果だけに注目すると既に知られているものだが, 前節で述べたよう
に, 我々の新規性はそれらの証明方法にある. また, 定理 4.7で得た (P)の時間大域解の漸近形
2−kt−k/2cαδt (hαG1)は放物型の自己相似性を持っていることに注意する. しかし, k ≥ 2の場合,

漸近形は剰余項よりも (tに関して)速く減衰するため, 剰余項の減衰評価には改善の余地がある.



5 主定理の証明の概略
各 j ∈ {1, . . . , n}に対し, ej を第 j成分のみが 1でその他の成分が全て 0の多重指数とする.

定理 4.1の証明の概略
定理の主張をm ∈ Nに関する命題 (A)mと見做し, mに関する帰納法で示す. ここでは簡単のた
め (A)1と (A)2のみを示す. まず, m = 1の場合を考える. 仮定と式 (2.2)より et∆φ, ∂je

t∆xjφ ∈
L1 (Rn)であり, 熱半群の積分表示より,

(
et∆xjφ− 2t∂je

t∆φ
)
(x) =

∫
Rn

Gt (x− y) yjφ (y) dy − 2t∂j

∫
Rn

Gt (x− y)φ (y) dy

=

∫
Rn

Gt (x− y) yjφ (y) dy +

∫
Rn

(xj − yj)Gt (x− y)φ (y) dy

= xj

∫
Rn

Gt (x− y)φ (y) dy

= xj
(
et∆φ

)
(x)

となる. よって, xje
t∆φ ∈ L1 (Rn)であり,

xje
t∆φ = et∆xjφ− 2t∂je

t∆φ (5.1)

が成り立つ. 次に, m = 2の場合を考える. 仮定と (A)1より xke
t∆φ, xke

t∆xjφ ∈ L1 (Rn)であり,

xke
t∆φ = et∆xkφ− 2t∂ke

t∆φ, (5.2)

xke
t∆xjφ = et∆xjxkφ− 2t∂ke

t∆xjφ (5.3)

が成り立つ. 一方, 仮定と式 (2.2)より式 (5.2)の右辺はW 1,1 (Rn)に属するから ∂j
(
xke

t∆φ
)
∈

L1 (Rn)であり,

∂je
t∆xkφ− 2t∂j∂ke

t∆φ = ∂j
(
xke

t∆φ
)
= xk∂je

t∆φ+ δjke
t∆φ (5.4)

が成り立つ. よって, xk∂je
t∆φ ∈ L1 (Rn)であり, 式 (5.1), (5.3), (5.4)より,

xjxke
t∆φ = xke

t∆xjφ− 2txk∂je
t∆φ

= et∆xjxkφ− 2t∂ke
t∆xjφ− 2t∂je

t∆xkφ+ 4t2∂j∂ke
t∆φ+ 2tδjke

t∆φ

となる. 特に, xjxke
t∆φ ∈ L1 (Rn)である. 同様にして (A)m ⇒ (A)m+1が成り立つことも示せる.

形式的には, j ∈ {1, . . . , n}, α ∈ Zn
≥0, |α| = mとすると,

xjx
αet∆φ = xje

t∆xαφ+ xjRα (t)φ

= et∆xjx
αφ− 2t∂je

t∆xαφ+ xjRα (t)φ

となるから, この等式がL1 (Rn)で意味を持ち, 最右辺の第二項と第三項がRα+ej (t)φの形で表せ
ることを示せばよい.

定理 4.2は, 定理 4.1で得た等式の L1ノルムを式 (2.2)と Hölderの不等式を用いて評価するこ
とで得られる. その際, 各々の和の範囲に注意してHölderの不等式を適用する.

定理 4.5の証明の概略を述べる前に, 次の補題を準備する.



補題 5.1

w ∈W 2,∞ (Rn), φ ∈ L1 (Rn)とする. このとき, 任意の t > 0に対して,∥∥wet∆φ− et∆wφ
∥∥
1
≤
(
‖∆w‖∞ t+ ‖∇w‖∞ ‖∇G1‖1 t

1
2

)
‖φ‖1 (5.5)

が成り立つ.

この補題は, 等式

wet∆φ− et∆wφ =

∫ t

0

d

ds

(
e(t−s)∆wes∆φ

)
ds

=

∫ t

0
e(t−s)∆

(
−∆

(
wes∆φ

)
+ w∆es∆φ

)
ds

=

∫ t

0
e(t−s)∆

(
−∆wes∆φ− 2∇w · ∇es∆φ

)
ds

の L1ノルムを式 (2.2)とHölderの不等式を用いて評価することで得られる.

定理 4.5の証明の概略
定理の主張をm ∈ Nに関する命題 (B)mと見做し, mに関する帰納法で示す. ここでは, (B)m ⇒
(B)m+1 の証明の概略を説明する. そこで, あるm ∈ Nに対して (B)m が成り立つと仮定し, φ ∈
L1
m+1 (Rn), α′ ∈ Zn

≥0, |α′| = m+1とする. このとき, |α| = mなるα ∈ Zn
≥0及びある j ∈ {1, . . . , n}

が存在し, α′ = α + ej と表される. また, f (u) ∈ C
(
[0,+∞) ;L1

m (Rn)
)である. 次に, ε ∈ (0, 1)

を任意に取り, 函数 wj,ε : Rn → Rを,

wj,ε (x) := xje
−ε|x|2 , x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn

と定義する. このとき, wj,ε ∈W 2,∞ (Rn)であり,

‖∇wj,ε‖∞ ≤ 2, ‖∆wj,ε‖∞ ≤ 2 (n+ 4) ε
1
2

と評価される. さらに, 補題 5.1より任意の ψ ∈ L1 (Rn), t > 0に対して,∥∥wj,εe
t∆ψ − et∆wj,εψ

∥∥
1
≤ 2

(
(n+ 4) ε

1
2 t+ ‖∇G1‖1 t

1
2

)
‖ψ‖1 (5.6)

が成り立つ. 以上の準備の下, 各 t > 0に対して ‖wj,εx
αu (t)‖1の εに関する一様評価を導出する.

そのために, 積分方程式 (I)の両辺に wj,εx
αを掛け, 定理 4.1を用いて,

wj,εx
αu (t) = wj,εx

αet∆φ+

∫ t

0
wj,εx

αe(t−s)∆f (u (s)) ds

= wj,εe
t∆xαφ+ wj,εRα (t)φ

+

∫ t

0

(
wj,εe

(t−s)∆xαf (u (s))− e(t−s)∆wj,εx
αf (u (s))

)
ds

+

∫ t

0
e(t−s)∆wj,εx

αf (u (s)) ds+

∫ t

0
wj,εRα (t− s) f (u (s)) ds

と分解する. 任意の τ > 0, ψ ∈ L1
m (Rn)に対して xjRα (τ)ψはRα′ (τ)ψの一部として表され, 定

理 4.1, 4.2 (注意 4.3も参照)より,

‖wj,εRα (τ)ψ‖1 ≤ ‖xjRα (τ)ψ‖1
≤ Cτ

1
2 ‖|x|m ψ‖1 + C

(
τ

1
2 + τ

m+1
2

)
‖ψ‖1



と評価されることに注意すると, 帰納法の仮定 (B)mと式 (4.5), (5.6)より,

‖wj,εx
αu (t)‖1 ≤ C

(
1 + t

m+1
2 + ε

1
2 t

m
2
+1
)
+ C

∫ t

0
(1 + s)−

n
2
(p−1) ‖wj,εx

αu (s)‖1 ds

となる. 但し, C は t及び εに依存しない正定数である. よって, Grönwallの補題より,

‖wj,εx
αu (t)‖1 ≤ C

(
1 + t

m+1
2 + ε

1
2 t

m
2
+1
)

(5.7)

と評価され, ε ↘ 0とすると Fatouの補題より xα
′
u (t) = xjx

αu (t) ∈ L1 (Rn)が従う. さらに, 積
分方程式 (I)より xα

′
u ∈ C

(
[0,+∞) ;L1 (Rn)

)が導かれる. また, 式 (5.7)において ε ↘ 0とすれ
ば, 求める不等式を得る.

定理 4.6は, 積分方程式 (I)を用いた分解

u (t)− et∆φ1

=

∫ t/2

0

(
e(t−s)∆ − et∆

)
f (u (s)) ds+

∫ t

t/2
e(t−s)∆f (u (s)) ds− et∆

∫ +∞

t/2
f (u (s)) ds

=

∫ t/2

0

∫ 1

0

d

dθ

(
e(t−sθ)∆f (u (s))

)
dθds+

∫ t

t/2
e(t−s)∆f (u (s)) ds− et∆

∫ +∞

t/2
f (u (s)) ds

= −
∫ t/2

0

∫ 1

0
s∆e(t−sθ)∆f (u (s)) dθds+

∫ t

t/2
e(t−s)∆f (u (s)) ds− et∆

∫ +∞

t/2
f (u (s)) ds

において, それぞれの L1ノルムを式 (2.2), (4.5), Hölderの不等式を用いて評価することで得られ
る. 特に, σに関する場合分けは最右辺の第一項の評価より生じる. 最後に, 定理 4.7の証明には,

定理 4.6で得た不等式と et∆φ1の漸近展開を組み合わせればよい.
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