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概要
幾何学的群論における主要な研究対象に, Thompson 群 F と呼ばれる有限表示無限群がある.

F が従順群であるかどうかは未だ未解決であるが, 近年 F によく似た非従順群が提案された. 本
稿では, 筆者により導入された, この群を一般化したクラスについて概説する.

1 導入
1965 年に, Richard Thompson によって F , T , V という 3 つの群が定義された. これらの群は,

ある種の有限性を持ちながらも多くの不思議な性質を持つ群で, 現在でも様々な手法を用いて研究さ
れている. この中でも F は, “自由群を含まない非従順群”の例として期待されていた. 自由群を含ま
ないことはすでに知られているが, その従順性は現在でも未解決である.

F の従順性に関する研究から, 近年 Lodha–Moore群 G0 と呼ばれる, F によく似た群が導入され
た [3]. G0 は F と代数的に似た性質を持ち, さらに非従順な群である. F の生態をさらに明らかにす
るために, また, G0 と F の “違い”を明らかにするために, G0 のさらなる研究が不可欠である.

筆者は文献 [2]において, G0 の性質をより深く理解するために, G0(2) = G0 を満たす群のクラス
{G0(n)}n≥2 を導入した. また, 次が成り立つことを証明した.

Theorem 1.1 ([2]) n,mを 2以上の自然数とする. このとき,

1. G0(n)の各元には一意なノーマルフォームが存在する.

2. G0(n)は有限表示群である.

3. G0(n)は非従順である.

4. G0(n)は自由群 F2 を部分群として含まない.

5. G0(n)にはねじれ元が存在しない.

6. G0(n), G0(m)が同型であることと, n = mであることは同値である.

7. G0(n)の交換子部分群は単純である.

8. G0(n)の中心は自明である.

この定理における特筆すべき点は, 自由群を部分群として含まない点である. 本稿では紙面の都合
上詳細な証明を述べないが, G0(n)は G0 や F を部分群として含む群であることが知られている. G0

や F は自由群を部分群として含まないが, この事実は一般には G0(n)の部分群の判定に用いること
はできず, 従って, 新たな証明を与える必要がある.



本稿では, 従順群, Thompson群 F , Lodha–Moore群 G0, そしてそれを一般化した群 G0(n)の定
義をそれぞれ説明する.

2 従順群
従順性の概念は, Hausdorff–Banach–Tarski のパラドックスの本質的な性質を取り出すために,

von Neumannによって導入された. 以下で述べるように, 有限群や可換群はすべて従順群である. ま
た, 従順性はいくつかの操作に関して閉じている, 非常に振る舞いの良い性質であることが知られて
いる.

以下では簡単のため, Gを有限生成群とする. 群が従順であることの定義は多く存在するが, ここ
では次の定義を用いる.

Definition 2.1 群 Gが従順であるとは, 次の条件を満たす写像 µ : P(G) → [0, 1]が存在すること
をいう.

1. 任意の g ∈ Gと任意の Gの部分集合 Aに対して, µ(gA) = µ(A).

2. µ(G) = 1.

3. Gの部分集合 A,B が交わらないとき, µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B).

Proposition 2.2 次が成り立つ.

1. 有限群は従順である.

2. 可換群は従順である.

3. ランク 2の自由群 F2 は非従順である.

4. 従順群の部分群は従順である.

5. 従順性は擬等長不変量*1である.

特に, もしGが F2 を部分群として含めば, Gも非従順であることがわかる. その逆を問うたのが von

Neumann–Dayである.

Question 2.3 (von Neumann–Day problem) 任意の非従順群は, 自由群を部分群に含むか？

今日では, この主張は一般には成り立たないことが知られている. 一番初めに見つけられた反例は
[4], 有限表示群 (ねじれ元あり)での初めての例は [5], そして有限表示でねじれのない初めての例が
Lodha–Moore群 G0[3]である. また, 有限生成ではないが, Monodの群 H も F2 を含まない非従順
群の一例として知られている. G0 は H の部分群であることが知られており*2, G0 が F2 を含まない
ことはこの事実から導かれる*3.

*1 本稿では定義を述べないが, 群を幾何学的な側面から調べる際の適切な枠組みのひとつが, 擬等長同型によって定まる
同値関係による同一視である.

*2 実際には G0 を H の部分群として定義した後に, それと同型な群として本稿で述べる定義が導入される.
*3 3 以上の n に対して, G0(n) が H の部分群であるかは未解決の問題である. 従って, 現時点では H を用いて

G0(n) ≯ F2 を示すことはできない.



3 Thompson群 F と Lodha–Moore群
Thompson 群 F とは, Richard Thompson が 1965年に初めて導入したことが知られている無限

群である. 通常は閉区間 [0, 1] 上の区分線形写像のなす群の部分群として定義されるが, ここでは
Cantor空間上の同相群の部分群として定める.

2点集合 {0, 1}に離散位相を入れ, その可算無限直積空間を 2N :=
∏

i∈N{0, 1}とする. このとき各
元は, 0と 1からなる無限列で表される. また, 閉区間を 3等分し, その “真ん中”を取り除く操作を
繰り返すことで得られる (よく知られた)Cantor集合と 2N は同相である.

Definition 3.1 Thompson群 F とは, 次の 2N 上の同相写像が生成する群である.

x0(ζ) =

 0η ζ = 00η
10η ζ = 01η
11η ζ = 1η,

x1(ζ) =


0η ζ = 0η
10η ζ = 100η
110η ζ = 101η
111η ζ = 11η.

ただし, 演算は写像の合成で定める.

Thompson群の基本的な性質については, 例えば [1]を参照していただきたい.

Lodha–Moore群 G0 とは, 2N 上の同相写像からなる群の部分群で, F を含むものである. その定
義を述べる前に, 2N 上の “特別な同相写像 y”を定義する.

Definition 3.2 次のルールに従って帰納的に定義される同相写像を y という.

y : 2N → 2N y−1 : 2N → 2N

y(00ζ) = 0y(ζ) y−1(0ζ) = 00y−1(ζ)

y(01ζ) = 10y−1(ζ) y−1(10ζ) = 01y(ζ)

y(1ζ) = 11y(ζ), y−1(11ζ) = 1y−1(ζ).

Definition 3.3 Lodha–Moore群 G0 とは, x0, x1 と次の 2N 上の同相写像が生成する群である.

y10(ζ) =

{
10y(η), ζ = 10η

ζ, otherwise

定義から明らかに, F は G0 の部分群である. また, G0 は F の部分群になりえないことも知られて
いる.

4 一般化 Lodha–Moore群
あまり一般的な記法ではないが, N := {0, 1, . . . , n − 1}とし, n進 Cantor 空間を通常の Cantor

空間 2N と同様に定め, NN と表すことにする. 以下で定める一般化 Lodha–Moore 群 G0(n) とは,

NN 上の同相写像からなる群の部分群である. なお, n進 Cantor空間NN と 2N は同相であるが, こ
の事実はあまり重要ではない.



まずは, F を一般化した群 F (n)を定義する. この群は現在でも統一的な呼称が定まっていないが,

本稿ではこの群を明示的に導入した Brown の名前を用いて, Brown–Thompson 群と呼ぶことにす
る.

Definition 4.1 次の n 個の元が生成する, NN 上の同相写像からなる群を Brown–Thompson

群 F (n)という.

x0(ζ) =



0η (ζ = 00η)

1η (ζ = 01η)
...

(n− 2)η (ζ = 0(n− 2)η)

(n− 1)0η (ζ = 0(n− 1)η)

(n− 1)1η (ζ = 1η)
...

(n− 1)(n− 1)η (ζ = (n− 1)η),

x1(ζ) =



0η (ζ = 0η)

1η (ζ = 10η)

2η (ζ = 11η)
...

(n− 2)η (ζ = 1(n− 3)η)

(n− 1)0η (ζ = 1(n− 2)η)

(n− 1)1η (ζ = 1(n− 1)η)

(n− 1)2η (ζ = 2η)
...

(n− 1)(n− 1)η (ζ = (n− 1)η),

...

xn−2(ζ) =



0η (ζ = 0η)
...

(n− 3)η (ζ = (n− 3)η)

(n− 2)η (ζ = (n− 2)0η)

(n− 1)0η (ζ = (n− 2)1η)
...

(n− 1)(n− 2)η (ζ = (n− 2)(n− 1)η)

(n− 1)(n− 1)η (ζ = (n− 1)η),

and

x0[(n−1)](ζ) =

{
(n− 1)x0(η) (ζ = (n− 1)η)

ζ (ζ 6= (n− 1)η).

定義から明らかに, F (2) = F が成り立つ.



G0 のときと同様に, まずNN 上の “特別な同相写像”を定義する. nに依存して定まる写像ではあ
るが, 簡単のため, 同じ y を用いて表す.

Definition 4.2 次のルールに従って機能的に定義される同相写像を y という.

y : NN → NN y−1 : NN → NN

y(00ζ) = 0y(ζ) y−1(0ζ) = 00y−1(ζ)

y(01ζ) = 1ζ y−1(1ζ) = 01ζ

...
...

y(0(n− 2)ζ) = (n− 2)ζ y−1((n− 2)ζ) = 0(n− 2)ζ

y(0(n− 1)ζ) = (n− 1)0y−1(ζ) y−1((n− 1)0ζ) = 0(n− 1)y(ζ)

y(1ζ) = (n− 1)1ζ y−1((n− 1)1ζ) = 1ζ

...
...

y((n− 2)ζ) = (n− 1)(n− 2)ζ y−1((n− 1)(n− 2)ζ) = (n− 2)ζ

y((n− 1)ζ) = (n− 1)(n− 1)y(ζ) y−1((n− 1)(n− 1)ζ) = (n− 1)y−1(ζ)

n = 2のときとの重要な違いは, 0, n− 1以外の文字が存在したとき, y が “消える”ことである.

Definition 4.3 一般化 Lodha–Moore 群 G0(n) とは, x0, x1, . . . , xn−2, x0[(n−1)] と次の NN 上の
同相写像が生成する群である.

y(n−1)0(ζ) =

{
(n− 1)0y(η), ζ = (n− 1)0η

ζ, otherwise

定義から明らかに, F (n)は G0(n)の部分群である. また, x0 7→ x0, x1 7→ x0[(n−1)], y10 7→ y(n−1)0

と定めることで, G0 も G0(n)に埋め込むことができる. 従って, G0 の非従順性から G0(n)の非従順
性が従う.
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