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概要
エルミート行列の行列模型であり 3 点相互作用がある Grosse-Wulkenhaar 模型に関心があ
る．この模型は非可換空間であるモヤル空間のスカラー ϕ3 理論にあるポテンシャルを入れた場
の理論に対応する．先行研究では，Ward-Takahashi恒等式を使って多点相関関数の Schwinger-

Dyson方程式を導出し，ラージN,V 極限のもとで求められた．本研究では，極限操作を行わず，
有限 Grosse-Wulkenhaar 模型における多点相関関数の厳密解を求めた [1]．任意の多点相関関
数は，外場 J が対角行列の場合の多点相関関数を使って計算できるということが知られている．
したがって外場 J が対角行列の場合の多点相関関数を厳密に計算した．なお，本研究は佐古彰史
氏との共同研究である．

1 Φ3
2 行列模型（Grosse-Wulkenhaar模型）について

この章では先行研究 [3],[4],[6] に基づいて Φ3
2 行列模型（Grosse-Wulkenhaar 模型）についてレ

ヴューを行う．Φ = (Φmn) を m,n = 1, 2, . . . , N のエルミート行列，V ∈ R，e は e(0) = 0

となる単調増加する微分可能な関数とする．そのとき Em−1 = µ2
(

1
2 + e

(
m−1
µ2V

))
と定義され

る．ただし µ2 は質量 µ の 2 乗，E = (Em−1δmn) は m,n = 1, . . . , N の対角行列，κ ∈ R は
繰りこみ定数，λ ∈ R は結合定数，i =

√
−1 とする．このとき Φ3

2 行列模型の作用 S[Φ] は
S[Φ] := iV tr

(
EΦ2 + κΦ+

λ

3
Φ3

)
と定義する．外場 J = (Jmn)をm,n = 1, 2, . . . , N のエルミー

ト行列，測度は DΦ :=
N∏

m=1

dΦmm

∏
1≤m<n≤N

dReΦmndImΦmn と定義する．このとき Φ3
2 行列模型

の多点相関関数の生成汎関数は Z[J ] :=

∫
DΦexp (−S[Φ] + iV tr(JΦ)) と定義される．log

Z[J ]

Z[0]

を使って
B∑
i=1

Ni 点関数 G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
| は

log
Z[J ]

Z[0]
:=

∞∑
B=1

∞∑
1≤N1≤···≤NB

N∑
p1
1,...,p

B
NB

=1

(iV )2−B
G|p1

1...p
1
N1

|...|pB
1 ...pB

NB
|

S(N1,...,NB)

B∏
β=1

Jpβ
1 ...p

β
Nβ

Nβ

と定義される．この
B∑
i=1

Ni 点関数 G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
| は幾何学的に解釈することが可能で，B

個のバウンダリー（パンクチャー）を持つリーマン面の三角形分割に対応するファインマン図（リ
ボングラフ）のある規則での全ての足し上げに対応する．各 |ai1 · · · aiNi

| は i 番目のバウンダリー
（パンクチャー）から Ni 本の線が出ているファインマン図（リボングラフ）に対応している．そ



して Ni + 1 ≡ 1 となる Jp1...pNi
:=

Ni∏
j=1

Jpjpj+1，(N1, . . . , NB) = (N ′
1, . . . , N

′
1︸ ︷︷ ︸

ν1

, . . . , N ′
s, . . . , N

′
s︸ ︷︷ ︸

νs

)，

S(N1,...,NB) =

s∏
β=1

νβ !とする．

2 分配関数 Z[J ]の計算
ここでは Φ3

2 行列模型（Grosse-Wulkenhaar模型）の生成汎関数 Z[J ]を計算するにあたってエル
ミート行列の非対角成分の積分は Harish-Chandra-Itzykson-Zuber 積分 [7] を使って計算する．エ
ルミート行列の対角成分の積分はエアリー関数を使って計算する．

Ẽ = (Ẽmδmn) =
1

λ
E =

(
Em−1

λ
δmn

)
をm,n = 1, . . . , N のエルミート行列，κ

λ
= κ̃とする. そ

のとき Z[J ]は

Z[J ] =

∫
DΦexp

(
−2iλV tr

(
ẼΦ2

2
+

κ̃Φ

2
+

1

3!
Φ3

))
exp (iV tr (JΦ))

と計算される．ここで Φ = X − Ẽ とするために新しい変数 X を導入する．ただし X = (Xmn)は
エルミート行列とする．次に測度 DΦを以下のように変数変換する．

dΦij =

N∑
m,n=1

∂Φij

∂Xmn
dXmn = dXij .

tr

(
ẼΦ2

2
+

κ̃Φ

2
+

1

3!
Φ3

)
を変数変換することによって

tr

(
ẼΦ2

2
+

κ̃Φ

2
+

1

3!
Φ3

)
=tr

(
(X)3 − 3(Ẽ)2X + 2(Ẽ)3 + 3κ̃X − 3κ̃Ẽ

6

)

と計算される．そのとき Z[J ]は

Z[J ] = exp

(
−iλV tr

(
2

3
(Ẽ)3 − κ̃Ẽ +

1

λ
JẼ

))
×
∫

DX exp

(
−i

λV

3
tr(X3)

)
exp (iλV κ̃tr{(M − I +K)X}) (1)

と計算される．ここでM =
(Ẽ)2

κ̃
=

E2

λκ
，K =

J

κ
，I は単位行列とする．測度 DX は

DX =

(
N∏
i=1

dxi

) ∏
1≤k<l≤N

(xl − xk)
2

 dU

と定義される [8][2]．ただし xi は i = 1, · · · , N の行列 X の固有値，dU はユニタリ群 U(N) 上の



Haar測度である．そのとき (1)は以下のように計算をすることができる．

Z[J ] = exp

(
−iλV tr

(
2

3
(Ẽ)3 − κ̃Ẽ +

1

λ
JẼ

))
∫ ( N∏

i=1

dxi exp

(
−i

λV

3
x3
i

)) ∏
1≤k<l≤N

(xl − xk)
2


∫

dU exp
(
iλV κ̃tr{(M − I +K)UX̃U∗}

)
. (2)

ただし X̃ = U∗XU とする．また以下のような公式を使う．
Fact. ユニタリ群 U(n)上での Harish-Chandra-Itzykson-Zuber積分 [7]は

∫
U(n)

exp (ttr (AUBU∗)) dU =cn

det
1≤i,j≤n

(exp (tλi(A)λj(B)))

t
(n2−n)

2 ∆(λ(A))∆(λ(B))
(3)

として表される．ここでは A = (Aij)と B = (Bij)は i = 1, · · · , nの λi(A)と λi(B)を固有値に持
つエルミート行列，t ∈ C\{0}，∆(λ(A)) :=

∏
1≤i<j≤n

(λj(A) − λi(A))はヴァンデルモンド行列式，

cn :=

(
n−1∏
i=1

i!

)
× π

n(n−1)
2 は定数，(exp (tλi(A)λj(B)))は exp (tλi(A)λj(B))を成分に持つ i行 j

列の n× n行列とする．
Harish-Chandra-Itzykson-Zuber 積分 (3) を (2) の

∫
dU exp

(
iλV κ̃tr{(M − I +K)UX̃U∗}

)
へ適用すると結果は∫

dU exp
(
iλV κ̃tr{(M− I + K)UX̃U∗}

)
=

C

N !

det
1≤i,j≤N

exp (iλV κ̃xisj)∏
i<j

(xj − xi)
∏
i<j

(sj − si)

となる．ただし st は t = 1, · · · , N の行列M − I +K の固有値，C =

(
N∏

p=1

p!

)
×
( π

iλV κ̃

)N(N−1)
2

とする． (exp (iλV κ̃xisj))は exp (iλV κ̃xisj)を成分にもつ i行 j 列の N ×N 行列とする．そのと
き生成汎関数 Z[J ]は

Z[J ] =
C

N !
exp

(
−iλV tr

(
2

3
(Ẽ)3 − κ̃Ẽ +

1

λ
JẼ

))
1∏

1≤t<u≤N

(su − st)

∫ ( N∏
i=1

dxi exp

(
−i

λV

3
x3
i

)) ∏
1≤k<l≤N

(xl − xk)

 det
1≤m,n≤N

exp (iλV κ̃xmsn)

=C exp

(
−iλV tr

(
2

3
(Ẽ)3 − κ̃Ẽ +

1

λ
JẼ

))
1∏

1≤t<u≤N

(su − st)

∫ ( N∏
i=1

dxi exp

(
−i

λV

3
x3
i

)
exp (iλV κ̃xisi)

) ∏
1≤k<l≤N

(xl − xk) (4)



として表される．
∏

1≤k<l≤N

(xl − xk) = det
1≤k,l≤N

(
xl−1
k

)を使って (4) の右側の残っている積分を計算

する． ∫ ∞

−∞

(
N∏
i=1

dxi exp

(
−i

λV

3
x3
i

)
exp (iλV κ̃sixi)

)
det

1≤k,l≤N

(
xk−1
l

)
=
∑
σ∈SN

sgnσ

N∏
i=1

ϕσ(i)(si)

= det
1≤i,j≤N

(ϕi(sj)) . (5)

ただし ϕk(z)は

ϕk(z) =

∫ ∞

−∞
dx xk−1 exp

(
−i

λV

3
x3 + iV κxz

)
=

(
i

(λV )
1
3

)k−1( −2π

(λV )
1
3

)(
d

dy

)k−1

Ai [y]

∣∣∣∣∣
y=− V κz

(λV )
1
3

(6)

と計算される．ただし Ai[y]はエアリー関数，(ϕi(sj))は ϕi(sj)を成分にもつ i行 j 列の N ×N 行
列とする． (4)，(5)，(6)の結果をまとめると，以下の結果を得る．

Proposition 2.1. 上で定義された Z[J ]は以下で得られる．

Z[J ] =

∫
DΦexp

(
−iV tr

(
EΦ2 + κΦ+

λ

3
Φ3

))
exp (iV tr (JΦ))

=C ′ e
−iV
λ tr(JE)AN (y1, · · · , yN )∏

1≤t<u≤N

(su − st)
. (7)

こ こ で C ′ = exp

(
− iV

λ2
tr

(
2

3
E3 − λκE

))( N∏
p=1

p!

)
(−2)Nπ

N(N+1)
2

λ
N(N+1)

6 V
N(2N−1)

3 κ
N(N−1)

2

, st は

t = 1, · · · , N の行列 E2

λκ
− I +

J

κ
の固有値である．そして j = 1, · · · , N の yj = − V κsj

(λV )
1
3

とする．AN (y1, · · · , yN ) =

( ∏
1≤i<j≤N

(∂yi − ∂yj )

)
Ai[y1] · · ·Ai[yN ]と定義する．

3 n点関数 G|a1|a2|···|an| の計算
(7) で得られた生成汎関数 Z[J ]を G|a1|...|an| を計算するために使う．G|a1|...|an| の厳密解は，外
場 J を対角行列とした logZ[J ]における ∂n/∂Ja1a1 · · · ∂Janan の n回微分を計算することによって
得ることができる．この計算に先行研究 [5]の公式を適用させて計算をした結果，G|a1|...|an| の厳密



解を得ることに成功した．

G|a1|a2|···|an|

=(iV )n−2 ∂n

∂Ja1a1 . . . ∂Janan

log
Z[J ]

Z[0]

∣∣∣∣
J=0

=(iV )n−2C
∑
π

{(
d

dx

)|π|

(log x)

∣∣∣∣∣
x=Z[0]

}
∏
B∈π

∑
S⊂B

((∏
i∈S

(
−iV

Eai−1

λ

))∑
M⊂S

(({∏
k∈M

(
− V

(λV )
1
3

)
∂ak

}
AN (z1, . . . , zN )

)
({∏

q∈M

∂

∂taq

}
1∏

1≤l<j≤N

(tj − tl)

)))
.

ただし B = S ⊔ S，S = M ⊔ M とする．j = 1, . . . , N において zj = −
V E2

j−1

(λV )
1
3λ

+
V κ

(λV )
1
3

とす

る．∂ak =
∂

∂zak

(k ∈ M)，l = 1, . . . , N において tl =
(El−1)

2

λ
とする．C = C ′κ

N(N−1)
2 ．ただし，∑

π

は集合 {1, . . . , n}を π で分割し，その分割可能な π のパターン全てを足し上げる．
∏
B∈π

は分割

π の要素 B の総乗を計算する．|S| は集合 S の濃度とする．
∑
S⊂B

は B の部分集合 S が取り得る全

ての和を計算する．
∑
M⊂S

は S = B\S の部分集合M が取り得る全ての和を計算する．そして関数

F (S,M,M)を以下のように定義する．

F (S,M,M)

:=

(∏
i∈S

(
−iV

Eai−1

λ

))({∏
k∈M

(
− V

(λV )
1
3

)
∂ak

}
AN (z1, . . . , zN )

)

∏

q∈M

∂

∂taq

 1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
 .

Proposition 3.1. F (S,M,M)を使うと n点関数 G|a1|a2|···|an| は

G|a1|a2|···|an| =(iV )n−2C
∑
π

{(
d

dx

)|π|

(log x)

∣∣∣∣∣
x=Z[0]

}∏
B∈π

∑
S⊂B

∑
M⊂S

F (S,M,M)

として表される．

先行研究 [3]において
B∑
i=1

Ni 点関数 G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
| は

G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
|

=λN1+···+NB−B
N1∑

k1=1

. . .

NB∑
kB=1

G|a1
k1

|...|aB
kB

|

( N1∏
l1=1,l1 ̸=k1

Pa1
k1

a1
l1

)
· · ·
( NB∏

lB=1,lB ̸=kB

PaB
kB

aB
lB

)



であることが知られている．ただし i = 1, . . . , B において 2 ≤ B，Ni > 1 である．また Pab :=
1

E2
a−1 − E2

b−1

と定義する．求めた G|a1|a2|···|an| の厳密解を適用すると Φ3
2 行列模型の多点相関関数

の厳密解を求めることができる．

4 2点関数 G|a|b| の計算
この節では Proposition 3.1の公式を適用して具体的に 2点関数 G|a|b| の厳密解を求める．以下で
は a = a1，b = a2 とする．始めに π = {{1, 2}}の場合の計算をする．(

d

dx

)|π|

(log x)

∣∣∣∣∣
x=Z[0]

∏
B∈π

∂|B|Z[J ]∏
j∈B

∂Jajaj

∣∣∣∣
J=0

=
1

Z[0]

∂2Z[J ]

∂Jaa∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

. (8)

集合 S, M , M のすべての場合の計算をすると，以下のような結果を得ることができる．
F ({1, 2}, ∅, ∅)の場合では，

F ({1, 2}, ∅, ∅) =
(
−iV

Ea−1

λ

)(
−iV

Eb−1

λ

)
AN (z1, . . . , zN )

1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
となる．F ({1}, {2}, ∅)の場合では，

F ({1}, {2}, ∅) =
(
−iV

Ea−1

λ

)(
− V

(λV )
1
3

)
∂bAN (z1, . . . , zN )

1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

) (9)

となる．F ({2}, {1}, ∅)も同様にして (9)のように計算をすることができる. (9)における文字 aと b

を入れ替える．F (∅, {1, 2}, ∅)の場合では，

F (∅, {1, 2}, ∅) =
(
− V

(λV )
1
3

)2

∂a∂bAN (z1, . . . , zN )
1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
となる．F ({1}, ∅, {2})の場合では，

F ({1}, ∅, {2}) =
(
−iV

Ea−1

λ

)
AN (z1, . . . , zN )

−1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

) N∑
i=1,i ̸=b

1

tb − ti
(10)

となる．F ({2}, ∅, {1}) も同様にして (10) のように計算をすることができる．(10) における文字 a

と bを入れ替える．F (∅, {1}, {2})の場合では，

F (∅, {1}, {2}) =
(
− V

(λV )
1
3

)
∂aAN (z1, . . . , zN )

−1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

) N∑
i=1,i ̸=b

1

tb − ti
(11)



となる．F (∅, {2}, {1}) も同様にして (11) のように計算をすることができる．(11) における文字 a

と bを入れ替える．F (∅, ∅, {1, 2})の場合では，

F (∅, ∅, {1, 2})

=AN (z1, . . . , zN )
1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
 N∑

i=1,i ̸=a

1

ta − ti

N∑
j=1,j ̸=b

1

tb − tj
− 1

(ta − tb)2


となる．これより (8)は以下のように計算をすることが可能である．

1

Z[0]

∂2Z[J ]

∂Jaa∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

=

 det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
AN (z1, . . . , zN )

{F ({1, 2}, ∅, ∅) + F (∅, {1, 2}, ∅) + F (∅, ∅, {1, 2})

+

2∑
l,n=1,l ̸=n

(
F ({l}, {n}, ∅) + F ({l}, ∅, {n}) + F (∅, {l}, {n})

)}
. (12)

次は π = {{1}, {2}}の場合を計算する．(
d

dx

)|π|

(log x)

∣∣∣∣∣
x=Z[0]

∏
B∈π

∂|B|Z[J ]∏
j∈B

∂Jajaj

∣∣∣∣
J=0

=− 1

Z[0]2
∂Z[J ]

∂Jaa

∣∣∣∣
J=0

∂Z[J ]

∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

. (13)

集合 S, M , M のすべての場合の計算をすると，以下のような結果を得ることができる．

F ({1}, ∅, ∅) =− iV
Ea−1

λ
AN (z1, . . . , zN )

1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

) .

F (∅, {1}, ∅) =
(
− V

(λV )
1
3

)
∂aAN (z1, . . . , zN )

1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

) .

F (∅, ∅, {1}) =AN (z1, . . . , zN )
−1

det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

) N∑
i=1,i ̸=a

1

ta − ti
.

これらの結果は以下のようにまとめることができる．

1

Z[0]

∂Z[J ]

∂Jaa

∣∣∣∣
J=0

=

 det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
AN (z1, . . . , zN )

{F ({1}, ∅, ∅) + F (∅, {1}, ∅) + F (∅, ∅, {1})

}
. (14)

B = {1}のときも B = {2}と同じ方法で計算をすることができる．

1

Z[0]

∂Z[J ]

∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

=

 det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
AN (z1, . . . , zN )

{F ({2}, ∅, ∅) + F (∅, {2}, ∅) + F (∅, ∅, {2})

}
. (15)



(13) へ (14) と (15)の計算結果を適用すると以下のような結果を得る．

− 1

Z[0]2
∂Z[J ]

∂Jaa

∣∣∣∣
J=0

∂Z[J ]

∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

=−

 det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
AN (z1, . . . , zN )


2

2∏
l=1

(
F ({l}, ∅, ∅) + F (∅, {l}, ∅) + F (∅, ∅, {l})

)
. (16)

最終的に (12) と (16)を合わせると 2点関数 G|a|b| は以下のような結果を得る．

G|a|b| =
1

Z[0]

∂2Z[J ]

∂Jaa∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

− 1

Z[0]2
∂Z[J ]

∂Jaa

∣∣∣∣
J=0

∂Z[J ]

∂Jbb

∣∣∣∣
J=0

=

 det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
AN (z1, . . . , zN )

{F ({1, 2}, ∅, ∅) + F (∅, {1, 2}, ∅) + F (∅, ∅, {1, 2})

+

2∑
l,n=1,l ̸=n

(
F ({l}, {n}, ∅) + F ({l}, ∅, {n}) + F (∅, {l}, {n})

)}

−

 det
1≤l,j≤N

(
tj−1
l

)
AN (z1, . . . , zN )


2

2∏
l=1

(
F ({l}, ∅, ∅) + F (∅, {l}, ∅) + F (∅, ∅, {l})

)
.

これより，Proposition 3.1の公式を適用すると 2点関数 G|a|b| の厳密解を得られる．

5 まとめ
本研究では，Φ3

2 有限行列模型における多点相関関数の厳密解を求めた．Φ3
2 行列模型では，多点相

関関数は
B∑
i=1

Ni 点関数 G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
| として表される．

B∑
i=1

Ni 点関数 G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
|

は G|a1|a2|···|an| を使って展開できることが知られている [3]．つまり G|a1|a2|···|an| を求めることで一
般の場合の多点相関関数を求められるので，G|a1|a2|···|an| の厳密解を求める方法を導いた．
2 節では，生成汎関数 Z[J ] の計算を行った．エルミート行列の非対角成分の積分は Harish-

Chandra-Itzykson-Zuber積分 [7]を使って計算した．また，エルミート行列の対角成分の積分はAiry

関数を使って計算した．3節では，G|a1|a2|···|an| を計算するために 2節で得られた生成汎関数 Z[J ]

を使った．G|a1|...|an|の厳密解は，外場 J を対角行列とした logZ[J ]における ∂n/∂Ja1a1 · · · ∂Janan

の n回微分を計算することによって得られる．G|a1|a2|···|an| の厳密解は Proposition 3.1として表さ
れた．Proposition 3.1 における G|a1|a2|···|an| の公式では，積分が残っていない．より具体的には，
G|a1|a2|···|an| は変数が S ⊂ B，M，M(B\S = M ⊔M)である関数 F (S,M,M)によって決定され

た．4節では Proposition 3.1の公式を適用して具体的に 2点関数 G|a|b| の厳密解を求めた．
B∑
i=1

Ni

点関数 G|a1
1...a

1
N1

|...|aB
1 ...aB

NB
| は G|a1|a2|···|an| を使って展開することが可能なので，Φ3

2 有限行列模型
の全ての厳密解を求めることが可能である．
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