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概要
非線形消散クライン・ゴルドン方程式に対してポテンシャルのついた場合を考える。ポテ
ンシャルのついていない場合においてはソリトンと呼ばれる波の形が単純で、Cote-Martel-

Yuan(2021) によって解の時間無限大での漸近挙動が完全にわかっている。一方、ポテンシャル
がついた場合はそのポテンシャルの影響でソリトンの形が多様化して解析が困難になる。本講演
ではポテンシャルのついた場合での解の時間無限大での解の漸近挙動のパターンについて考察
する。

1 導入
本講演では次の Diracのデルタ関数をポテンシャルに持つ非線形消散クライン・ゴルドン方程式に

ついて考える.

∂2t u+ 2α∂tu− ∂2xu+ u− γδ0u− |u|p−1u = 0, (t, x) ∈ R× R (1)

ここで α > 0, γ < 2, p > 2とする.δ0 は原点で特異な Diracのデルタ関数である.また,uは実数値の
未知関数とする.

(1)の α = 0での初期値問題は [1]によってH := H1(R)× L2(R)で局所適切であることがわかって
いる.この手法と同様の作業をすると,α > 0の場合でも Hで初期値問題が局所適切なことがわかる.

即ち、以下が成立する.

• 任意の ϕ ∈ Hに対して、初期値 ϕの (1)の解が一意に存在する.

• (Blow up alternative)解 ~uが (正の方向に)大域解でないならその最大存在時刻を Tmax とす
ると

lim
t→Tmax−0

∥~u(t)∥H = ∞.

• 上の主張から ϕ ∈ Hに対して初期値 ϕでの (1)の解の最大存在時刻を Tmax(ϕ) ∈ [0,∞]とお
くと Tmax は下半連続である. さらに, もし {ϕn}∞n=1 ⊂ H がある ϕ ∈ H に収束しするとき、
T < Tmax(ϕ)に対して,unを初期値 ϕnの (1)の解, uを初期値 ϕの (1)の解とすると un → u

in C([0, T ],H) (n→ ∞)となる.



また,エネルギー関数 Eγ : H → Rを

Eγ(u, v) =
1

2
(∥u∥2H1 + ∥v∥2L2 − γ|u(0)|2)− 1

p+ 1
∥u∥p+1

Lp+1

とすると,(1)の解 ~uに対して
d

dt
Eγ(~u(t)) = −2α∥∂tu(t)∥2L2 (2)

が成立する.また,|γ| < 2に対して Qγ を

Qγ(x) := [
p+ 1

2cosh2{p−1
2 |x|+ tanh−1(γ2 )}

]
1

p−1

と定義すると,Qγ は (1)の定常解

−Qγ
′′ +Qγ − γδ0Qγ − |Qγ |p = 0

を H−1(R)の意味で満たす.

(1)に関して,γ = 0の場合は Côte-Martel-Yuan [2]によって (1)の大域解 ~u = (u, ∂tu)はある非負
整数K と σ ∈ {±1}と連続関数 zk : [0,∞) → Rが存在し,

~u(t) = σ

K∑
k=1

(−1)k(Q(· − zk(t)), 0) + o(1) in H (t→ ∞)

と表せることが示された. ただし Q(x) = Q0(x) としていて,zk に関しては i < j なら t → ∞ で
zj(t)− zi(t) → ∞となる.

2 着想
まず着想について話す.Kγ , Jγ : H1(R) → Rを

Kγ(v) := ∥v∥2H1 − γ|v(0)|2 − ∥v∥p+1
Lp+1

Jγ(v) :=
1

2
(∥v∥2H1 − γ|v(0)|2)− 1

p+ 1
∥v∥p+1

Lp+1

と定義する.さらに dγ を

dγ := inf{Jγ(v) : v ∈ H1(R)\{0} , Kγ(v) = 0}

と定義する.このとき Fukuizumi-Jeanjean[3]によると,γ ≥ 0のときは v = Qγ のときに

dγ = Jγ(Qγ) , Kγ(Qγ) = 0

が成立する.すなわち,Qγ がKγ が 0となる状態の中で Jγ が最小となる関数であることを意味する.

一方,γ < 0のときは
dγ = d0

が成立し,さらにこのとき最小値となる v ∈ H1(R)は存在しない.即ち

dγ = Jγ(v) , Kγ(v) = 0



となる v は存在しない (これも [3]に載っている).これはデルタポテンシャルの反発的な力によって
無限遠方に Qが逃げていくイメージである.

また,dγ を変分的に定義しているため,基底状態より下では Kγ の符号によって解が 0に収束する
か,爆発解になるかを分類することが予想できる.これは古くからある議論で,dγ より下の範囲では解
の大域挙動は研究されてきた.また,Krieger-Nakanishi-Schlag[4] の議論では,α = 0, γ = 0, p > 5の
偶関数のときに解のエネルギーが dγ を上回った場合でも位相的な議論を用いることで,解が

• 0に散乱する解 (消散効果がないので 0に収束する解に対応する解となっている)

• 爆発解
• 基底状態 Qに散乱する解

のいずれかになることが示された.このような研究内容から,α > 0, γ ̸= 0の場合でも位相的議論を用
いることで (1)の解で

~u(t) = (Q(· − z(t)), 0) + o(1) in H , z(t) → ∞ (t→ ∞)

となるような解が存在するのではないかと着目した.

また,偶関数に制限して同様のことを考える.

rγ = inf{Jγ(v) : v ∈ H1(R)\{0} , v(x) = v(−x) , Kγ(v) = 0}

と定義する.このとき rγ は −2 < γ < 2のときは
rγ = Jγ(Qγ)

が成立する.そして γ ≤ −2のときは
rγ = 2d0

が成立し,さらに最小値となる偶関数 v ∈ H1(R)は存在しない (これも [3]に記載).よって γ < −2

の偶関数の場合も位相的な議論を用いることで
~u(t) = (Q(· − z(t)), 0) + (Q(·+ z(t)), 0)o(1) in H , z(t) → ∞ (t→ ∞)

となる解が存在することが期待できる.特にこのような解は γ = 0のときは存在しなかった解なので,

ポテンシャルの影響を含んだ解の時間無限大での挙動が期待できる.

3 主定理
これらの背景を踏まえて、(1)に関する基本的な性質を整備し,以下の主張を得た.

定理 3.1. ~uを (1)の大域解とする.このときある非負整数K と σ ∈ {−1, 0, 1} , {σk}k∈{1,2,··· ,K} ⊂
{−1, 1}K と連続関数 zk : [0,∞) → R(1 ≤ k ≤ K)が存在して以下が成立する.

lim
t→∞

∥u(t)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk(t))∥H1 + ∥∂tu(t)∥L2 = 0

1 ≤ k ≤ K で lim
t→∞

|zk(t)| = ∞ , 1 ≤ k ≤ K − 1で lim
t→∞

{zk+1(t)− zk(t)} = ∞

注意 3.2. γ ≤ −2のときは Qγ が存在しないが,このとき σ = 0と考えることで差支えない.



4 準備
4.1 (1)の大域有界性
ここからは主定理の証明を記していく.(1)はデルタポテンシャルの影響により原点での値がエネル

ギーの値に影響を与えているが,ノルムとしては以下のように評価ができる.

命題 4.1. γ < 2のとき,ある Cγ > 1が存在して任意の u ∈ H1(R)に対して以下が成立する.

C−1
γ ∥u∥2H1 ≦ ∥u∥2H1 − γ|u(0)|2 ≦ Cγ∥u∥2H1

証明. [2]の lemma2.3を参照.

この主張より ∥u∥2H1 − γ|u(0)|2 が H1(R)と同値になる.これを用いて以下を示す.

命題 4.2. ある F (0) = 0となる連続関数 F : [0,∞) → [0,∞)が存在して以下が成立する.

~uが (1)の大域解ならば以下が成立する.

sup
t∈[0,∞)

∥~u(t)∥H ≤ F (∥~u(0)∥H)

証明. M,W,V : [0,∞) → Rを

M(t) =
1

2
∥u(t)∥2L2 + α

∫ t

0

∥u(s)∥2L2ds

W (t) =
1

2
∥~u(t)∥2H

V (t) =W (t)− γ

2
|u(t, 0)|2

とする.このとき γ < 2なら
V (t) ∼W (t)

が成立することに注意する.ここで

M ′(t) =

∫
u(t)∂tu(t)dx+ α∥u(t)∥2L2

=

∫
u(t)∂tu(t)dx+ 2α

∫ t

0

∫
u(s)∂tu(s)dxds+ α∥u(0)∥2L2

で,E(t) := E(~u(t))とすると

M ′′(t) = ∥∂tu(t)∥2L2 − (∥u(t)∥2H1 − γ|u(t, 0)|2) + ∥u(t)∥p+1
Lp+1

=
p+ 3

2
∥∂tu(t)∥2L2 +

p− 1

2
(∥u(t)∥2H1 − γ|u(t, 0)|2)− (p+ 1)E(t)

V ′(t) = −2α∥∂tu(t)∥2L2 +

∫
f(u(t))∂tu(t)dx

が成立する.これらの式を [2]と同様の議論で解析すると導ける.



4.2 コンパクト性の議論
次にコンパクト性の議論でソリトン分解に関する命題を示す.

命題 4.3. {un}∞n=1 ⊂ H1(R)が H1(R)で有界で

−∂2xun + un − γδ0(x)un − f(un) → 0 in H−1(R) (n→ ∞) (3)

が成立すると仮定する.このとき {un}∞n=1 の部分列 {vn}∞n=1 ⊂ {un}∞n=1 と σ ∈ {−1, 0, 1}とある非
負整数K,{σk}1≦k≦K ⊂ {−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞)が存在して以下が成立する.

• lim
n→∞

∥vn − σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − xk,n)∥H1 = 0

• 1 ≦ k ≦ K で lim
n→∞

|xk,n| = ∞が成立.さらに 1 ≤ k ≤ K − 1で lim
n→∞

{xk+1,n − xk,n) = ∞
が成立する.

証明に入る前に,ψ ∈ H−1(R)に ϕ ∈ H1(R)を代入した値を ⟨ψ,ϕ⟩と記すことに注意する.

証明. {un}∞n=1 が H1 で有界なので {Jγ(un)}∞n=1 も有界である.それゆえ {un}∞n=1 をうまく取り替
えるとある κ ∈ [0,∞)が存在して lim

n→∞
Jγ(un) = κが成立する.また,(3)より, lim

n→∞
Kγ(un) = 0な

ので
lim

n→∞
∥un∥p+1

Lp+1 =
p+ 1

p− 1
{2Jγ(un)−Kγ(un)} =

2(p+ 1)

p− 1
κ

が成立する.この式より κ ≥ 0となり,さらにこのとき κ = 0ならK = 0, σ = 0の場合として題意を
満たすので,以後 κ > 0を考える.このとき Liebのコンパクト性定理より {un}∞n=1 をうまく取り替
えると,ある {xn}∞n=1 ⊂ Rと u ∈ H1(R)\{0}が存在して n→ ∞で

un(· − xn)⇀ u in H1(R)
xn → x ∈ [−∞,∞]

が成立.ここで

• x ∈ (−∞,∞)のときは un ⇀ u(·+ x) in H1(R)が成立するのでこの式から uは

−∂2xu+ u− γδ0(· − x)u− |u|p−1u = 0

が成立する.この常微分方程式の解は |γ| ≥ 2なら存在しなくて,|γ| < 2なら u = ±Qγ(· − x)

となるが,このとき
un ⇀ u(·+ x) = ±Qγ in H1(R)

が成立する. ここで un ⇀ Qγ の場合を考える.wn = un − Qγ とおくと,Brezis-Lieb の補題
より

lim
n→∞

(∥un∥p+1
Lp+1 − ∥wn∥p+1

Lp+1) = ∥Qγ∥p+1
Lp+1

が成立するのでこれから

lim
n→∞

∥wn∥p+1
Lp+1 =

2(p+ 1)

p− 1
κ− ∥Qγ∥p+1

Lp+1



となる.さらに任意の ϕ ∈ H1(R)に対して

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = ⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ⟩
− ⟨−∂2xQγ +Qγ − γδ0Qγ − f(Qγ), ϕ⟩
− ⟨f(wn)− f(un) + f(Qγ), ϕ⟩

で,一番上の項は (3)から n → ∞で 0に収束し,真ん中の項は 0となる.そして一番下の項に
ついて,「任意の実数 R > 0に対して f(wn) − f(un) + f(Qγ) → 0 in H1([−R,R])」に気
を付けると,Gn = f(wn)− f(un) + f(Qγ)としたら

⟨Gn, ϕ⟩ =
∫
|x|>R

(Gnϕ) +

∫ R

−R

(Gnϕ)

は Rを十分大きくとり,Rに比べて nを十分大きくとれば |⟨Gn, ϕ⟩|は小さくとれるので 0に
収束する.以上の議論より任意の ϕ ∈ H1(R)に対して

lim
n→∞

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = 0

となるから
−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn) → 0 in H−1(R)

が成立する.un ⇀ −Qγ のときも同様に wn = un +Qγ とおくと
−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn) → 0 in H−1(R)が成立する.

• x = ±∞ の場合を考える.x = ∞ のとき,vn = un(· − xn) とおくと vn ⇀ u だが, ここで
R > 0を固定する.ϕ ∈ H1(R)が |x| > Rで ϕ(x) = 0となる関数のとき,仮定から

lim
n→∞

⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ(·+ xn)⟩ = 0

だが,十分大きい nで

⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ(·+ xn)⟩ = ⟨−∂2xvn + vn − f(vn), ϕ⟩

が成立するのでこれと vn ⇀ uから

−∂2xu+ u− f(u) = 0

が言える.この解はある z ∈ Rを用いて ±Q(· − z)と表せるが,このとき xn → xn − z と取り
直すと un(· − xn) ⇀ ±Qとなる. ここで un(· − xn) ⇀ Qとなるとき,wn = un −Q(·+ xn)

とおくと先と同様の議論から Brezis-Liebの補題から

lim
n→∞

∥wn∥p+1
Lp+1 =

2(p+ 1)

p− 1
κ− ∥Q∥p+1

Lp+1

で,任意の ϕ ∈ H1(R)に対して

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = ⟨−∂2xun + un − γδ0un − f(un), ϕ⟩
− ⟨−∂2xQ+Q− f(Q), ϕ(· − xn)⟩+ γQ(xn)ϕ(0)

− ⟨f(wn)− f(un) + f(Q(·+ xn)), ϕ⟩



は一番上の項と真ん中の項は明らかに 0に収束して,一番下の項については,

Gn := f(wn)− f(un) + f(Q(·+ xn))としたらテイラー展開からある C > 0が存在して

|Gn(x)| ≤ C(|Q(x+ xn)||un(x)|p−1 + |Q(x+ xn)|p−1|un(x)|)

が成立する.ここで {un}∞n=1 は有界で H1 ↪→ L∞ より L := sup
n∈N

∥un∥L∞ <∞としたら

|Gn(x)| ≤ C ′(1 + Lp)(Q(x+ xn) + |Q(x+ xn)|p−1)

が成立する. これより任意の R > 0 に対して,n を十分大きくとると R と L に依存した定数
CR,L > 0が存在して,任意の −R ≤ x ≤ Rで

|Gn(x)| ≤ CR,Le
−xn

が成立する.これゆえ
⟨Gn, ϕ⟩ =

∫
|x|>R

(Gnϕ) +

∫ R

−R

(Gnϕ)

を考えると R を十分大きくとり,n もそれに応じて十分大きくとると |⟨Gn, ϕ⟩| は十分小さく
とれるので 0に収束する.よって

lim
n→∞

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = 0

が成立する.un(· − xn) ⇀ −Qのときや x = −∞のときも wn をうまくとると同様の操作を
考えることができる.

これらの議論より,un に対してある ζ ∈ {±Qγ ,±Q}とある点列 {xn}∞n=1 が存在して,

wn = un − ζ(· − xn)

とするとある c > 0が存在して

lim
n→∞

∥wn∥p+1
Lp+1 ≤ lim

n→∞
∥un∥p+1

Lp+1 − c

が成立して,さらに
lim
n→∞

⟨−∂2xwn + wn − γδ0wn − f(wn), ϕ⟩ = 0

が成立する.この操作を繰り返し行うと wn → 0となるので,un はある整数mと正の整数K,

{σk}1≦k≦K ⊂ {−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞)が存在して |xk,n| → ∞が成立し,さらに

lim
n→∞

∥un −mQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − xk,n)∥H1 = 0

が成立する.さらに (3)に気を付けると |m| ≤ 1かつ i ̸= j なら lim
n→∞

|xi,n − xj,n| = ∞が成立す
る.よって最後に {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞)を 1 ≤ k ≤ K − 1で

lim
n→∞

(xk+1,n − xk,n) = ∞

が成立するように並び替えることで題意は示された.



5 主定理の証明
これを用いて定理 1.1を示す.そのためまず最初に以下の命題を示す.

命題 5.1. ~uが (1)の大域解となるとする.このとき σ ∈ {−1, 0, 1}とある非負整数K,

{σk}1≦k≦K ⊂ {−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞),そして {tn}∞n=1 が存在して以下が成立する.

• lim
n→∞

tn = ∞

• lim
n→∞

∥u(tn)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − xk,n)∥H1 + ∥∂tu(tn)∥L2 = 0

• 1 ≦ k ≦ K で lim
n→∞

|xk,n| = ∞が成立.さらに i ̸= j なら lim
n→∞

|xi,n − xj,n| = ∞が成立する.

このような「点列でのソリトン分解予想」は古くから研究されている. 実際,γ = 0 の場合でのソ
リトン分解予想はよく知られている.今回は γ ̸= 0の場合も考えているが,このときはデルタポテン
シャルの遠方のソリトンへの影響力の弱さから,定常解以外にも無限遠方に逃げる Qが複数個ある可
能性が示唆されている.

証明. ~uが (1)の解とするとき,命題 4.2よりHで一様に有界になる.また,(1)の線形解は時間が経つ
と指数減衰するので,Duhamel形式を考えることで

lim
t→∞

{∥∂tu(t)∥L2 + ∥∂2t u(t)∥H−1} = 0

が成立するので
lim
t→∞

∥ − ∂2xu(t) + u(t)− γδ0u(t)− f(u(t))∥H−1 = 0

が成立する.これより tn = nとして,un = u(tn)とおくと,命題 4.3から {tn}∞n=1 をうまく取り替え
るとそのような点列の存在がわかる.

これをふまえて定理 1.1を示す.まず用語としてK ∈ N, R > 0に対して

ER = {z ∈ RK : 1 ≤ k ≤ K で, |zk| > R, 1 ≤ k ≤ K − 1で zk+1 − zk > R}

と定義し, ∗ ∈ {−1, 0, 1} , σ ∈ {−1, 1}K , R > 0 , ε > 0に対して

AK,∗,σ,R,ϵ = {u ∈ H1(R) : inf
z∈ER

∥u− ∗Qγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk)∥H1 < ε}

と定義する.さらに u ∈ H1(R)に対して

du,K,∗,σ,R = inf
z∈ER

∥u− ∗Qγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk)∥H1

と定義する.



主定理の証明

まず大域解 ~u に対して命題 5.1 より ∗̃ ∈ {−1, 0, 1} とある非負整数 K, σ̃ = {σ̃k}1≦k≦K ⊂
{−1, 1}K , {xk,n}1≦k≦K,n∈N ⊂ (0,∞),そして {tn}∞n=1 が存在し

lim
n→∞

∥u(tn)− ∗̃Qγ −
K∑

k=1

σ̃kQ(· − xk,n)∥H1 = 0

lim
n→∞

|xk,n| = ∞ , lim
n→∞

(xk+1,n − xk,n) = ∞

が成立する.ここでまず K ∈ Nの場合を考える.このときエネルギー減衰 (2)と上の点列での収束に
気を付けると

lim
t→∞

Eγ(t) = |∗̃|+Kd (4)

が成立する.また,十分大きい nにおいて u(tn) ∈ A∗̃,σ̃,R,ϵ である.ここで R > 0が十分大きいときに

lim sup
t→∞

du(t),K,∗̃,σ̃,R > 0

と仮定する.このときある δ > 0とある点列 {t′n}∞n=1 が存在して任意の正の整数 nで

du(t′n),K,∗̃,σ̃,R > δ

が成立する.ここで ε > 0を δ より十分小さい正の数としたとき,命題 5.1の手法を用いると,(4)から
ある {t̂n}∞n=1 と ∗̂ ∈ {−1, 0, 1}とある σ̂ ∈ {−1, 1}K と {yk,n}1≤k≤K,n∈N が存在して

lim
n→∞

∥u(t̂n)− ∗̂Qγ −
K∑

k=1

σ̂kQ(· − yk,n)∥H1 = 0

lim
n→∞

|yk,n| = ∞ , lim
n→∞

(yk+1,n − yk,n) = ∞

が成立する.ここで R > 0が十分大きく ε > 0が十分小さいとき,

(∗◦, σ◦) ̸= (∗•, σ•) ならば A∗◦,σ◦,R,ϵ ∩A∗•,σ•,R,ϵ = ∅ (5)

が成立するので,(∗̂, σ̂) ̸= (∗̃, σ̃)が成立する.ここで

AR,ϵ = ∪∗∈{−1,0,1},σ∈{−1,1}KA∗,σ,R,ϵ

と定義すると,(5)と {tn}∞n=1,{t̂n}∞n=1 の取り方からある点列 {sn}∞n=1 が存在して任意の正の整数 n

に対して u(sn) /∈ AR,ϵ.一方,{rn}∞n=1 に対して命題 5.1の考え方からある整数 N で u(rN ) ∈ AR,ϵ

となり矛盾.よって
lim
t→∞

du(t),K,∗̃,σ̃,R = 0

となる.よって各 tに対して z(t) ∈ RK をうまくとると

lim
t→∞

∥u(t)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk(t))∥H1 = 0



が成立する.また, lim
t→∞

∥∂tu(t)∥L2 = 0なのでこれらから

lim
t→∞

∥u(t)− σQγ −
K∑

k=1

σkQ(· − zk(t))∥H1 + ∥∂tu(t)∥L2 = 0

lim
t→∞

|zk(t)| = ∞ , lim
t→∞

{zk+1(t)− zk(t)} = ∞

がわかる.K = 0 も同様の議論で容易にわかる.1 ≤ k ≤ K での zk(t) の連続性に関しては u ∈
C([0,∞),H1)から従うので題意は示された.
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