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1 導入

本研究では, 三次の非線形項を伴う, 次の散逸・分散型方程式の初期値問題について考える：

ut − uxx −Dα
x∂xu+ βu2ux = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1.1)

ここで, u = u(x, t) は実数値の未知関数を表し, u0(x) は与えられた初期データとする. また, 1 < α < 3,

β ∈ Rとする. 添字の tと xは, それぞれ変数 tと xでの偏微分を表すとする. 一方, Dα
x は非整数階の微分を

表すものであり, Fourier変換を用いて次のように定義される.

Dα
xf(x) := F−1

[
|ξ|αf̂(ξ)

]
(x).

本研究の目的は, (1.1)の時間大域解の漸近挙動を解析することである. 特に, 解の高次漸近展開に関する考察

を行う. はじめに, この問題を研究する意義について, 方程式の持つ物理的背景を説明するとともに, 関連する

問題に対する既知の結果等を詳しく紹介する.

まず, この方程式 (1.1)は次の KdV–Burgers方程式の一般化の一つである (詳しくは次節を参照).

ut − uxx + uxxx + (u2)x = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1.2)

この方程式 (1.2)は, 移流 (u2)x, 散逸 uxx, 分散 uxxx の三つの効果を考慮した, 一般の非線形波動を記述する

方程式の 1つとして知られており, 応用先としては, プラズマ中のイオン音波などの研究が存在する (cf. [10]).

次に, (1.1)及び (1.2)に現れる各項の物理的な意味について説明する. まず, 移流項 (u3)x, (u
2)x の意味に

ついて考える. ここでは, 単純な場合として, 次の線形移流方程式の解説から議論を始める.

ut + aux = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1.3)

ここで, u0 ∈ C1(R), a ∈ Rとする. この問題の解は簡単な計算により, u(x, t) = u0(x − at)と書けることが

わかる. よって, 波は初期波形を保ったまま一定速度 aで進行していく様子が見て取れる. 次に, (1.3)の線形

の移流項 ux を非線形な移流項 uux に置き換えた以下の方程式を考える.

ut + buux = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(1.4)
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ここで, u0 ∈ C1(R), b ∈ R とする. このとき, この方程式 (1.4) の解は, 特性曲線法を用いて解くことで,

u(x, t) = u0(x − but)と表現出来ることが知られている (cf. [8]). よって, 波は速度 buで進行するが, 線形の

場合 (1.3)とは異なり, 波が進行する速度は解 u(x, t)自身に依存することがわかる. 従って, この方程式の解で

記述される波は, 振幅の大きいところ程速く進行し, 小さいところ程遅く進行することになる. 故に, 波は時間

と伴に急峻化しながら進行する様子がわかる. 一般の移流項についても同様に考えることが出来て, 今回対象

とする方程式 (1.1)内の移流項 (u3)x についても同様の考察が与えられる．

次に, 散逸項 uxx の効果を説明するために, 以下の単純な偏微分方程式について考える.

ut − uxx = 0, x ∈ R, t > 0. (1.5)

この方程式は熱方程式または拡散方程式と呼ばれるものである. 特に，(1.5)は (2.7)で定義された熱核と呼ば

れる関数を基本解として持つことが知られている. この関数の形状からもわかるように，熱核は減衰しながら

広がっていく. 実際, 熱核に対しては次の減衰評価が成り立つことが知られている (cf. [3]).

∥G(·, t)∥L∞ ≤ Ct−
1
2 , ∥∂xG(·, t)∥L∞ ≤ Ct−1, t > 0.

最後に, 分散項について説明するために, 例として, 次の単純な分散型方程式について考える.

ut + uxxx = 0, x ∈ R, t > 0. (1.6)

この方程式 (1.6) は, u(x, t) = sin k(x − ω
k t) を解に持つことが簡単な計算でわかる. ここで, k > 0 が波数,

ω > 0が各周波数に対応しており, ω/k = −k2 の関係がある. このとき, 波の速度 ω/k は波数 k に依存する.

このような性質を波の分散性という (cf. [9]). また, この (1.6)は線形方程式なので, 重ね合わせの原理により,

これらの波を合わせた次の関数もまた (1.6)の解となる.

u(x, t) =

N∑
k=1

sin k
(
x− ω

k
t
)
, x ∈ R, t > 0. (1.7)

ここで, N ∈ Nである. 波形が (1.7)のように種々の波数の波の重ね合わせで記述されるとき, 各成分波ごとに

速度が異なるため, 初めはまとまった波の形をしていても, 時間経過に伴って波は複数の波形に分かれる. 一般

の非整数階の分散項 Dα
x∂xuについても同様の考察が出来る.

上記で説明した移流項, 散逸項, 分散項を組み合わせることで, より一般の波動を記述することが可能となる.

KdV–Burgers方程式 (1.2)やその一般化である (1.1)はその一部となっており, これらの方程式に対する数学

解析を行うことで, 非線形波動理論の更なる学術的発展への貢献が期待できる.

記号. 実数 1 ≤ p ≤ ∞に対して, Lp(R)は通常の Lebesgue空間を表すとする. 関数 f, g ∈ L1(R) ∩ L2(R)に
対して, f の Fourier変換と g の Fourier逆変換を以下で定義する.

f̂(ξ) = F [f ](ξ) :=
1√
2π

∫
R
e−ixξf(x)dx, F−1[g](x) :=

1√
2π

∫
R
eixξg(ξ)dξ.

整数 k ≥ 0に対して, Sobolev空間を次で定義する.

Hk(R) :=

f ∈ L2(R); ∥f∥Hk :=

(
k∑

l=0

∥∥∂l
xf
∥∥2
L2

) 1
2

< ∞

 .

I ⊆ [0,∞)を区間, X を Banach空間とする. このとき, L∞(I;X)は X に値を取る I 上の本質的に有界な

可測関数の全体を表す. 同様に, C(I;X)は X に値を取る I 上の連続関数の全体を表すとする.

関数 f(x)と g(x)の畳み込みを (f ∗ g)(x)と表す. また, 二変数関数 F (x, t)の場合には, g(x)との x変数

についての畳み込みを (F (t) ∗ g)(x)などと表記する.

本稿を通して, C は様々な正の定数を表すこととし, 互いに異なるものであっても同じ C で表すことに注意

する. この定数 C は各種パラメータに依存することはあるが, 変数 xと tには依存しないことに注意する.



2 既知の結果

まず, 今回の問題に関する既知の結果を紹介するために, (1.1)を更に一般化した次の問題を考える：

ut − uxx −Dα
x∂xu+ (uq)x = 0, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R.
(2.1)

ここで, 1 < α < 3, q ≥ 2 とする. なお, 非線形項 uq は u が負または q が非整数の場合には, |u|q または
|u|q−1u と解釈することとする. また, q = 3のとき (2.1)は (1.1)で β = 3とした場合となることに注意する.

本研究の主題は (1.1) の解の漸近挙動の解析であるが, そのために, まず一般化された方程式 (2.1) に関して,

時間大域解の存在と減衰評価に関する基本的な結果を紹介する. はじめに, 次の関数 Sα(x, t)を導入する.

Sα(x, t) :=
1√
2π

F−1
[
e−tξ2+it|ξ|αξ

]
(x). (2.2)

このとき, Duhamelの原理を用いることで, (2.1)を次の積分方程式に書き換えることが出来る.

u(x, t) = (Sα(t) ∗ u0) (x)−
∫ t

0

(∂xSα(t− τ) ∗ uq(τ)) (x)dτ. (2.3)

更に, 縮小写像の原理を積分方程式 (2.3)に適用することで, (2.1)の時間大域解の存在と減衰評価が示される.

実際, Karch [6]によって, 以下の結果が得られている.

命題 2.1 ([6]). 1 < α < 3, q ≥ 2とし, u0 ∈ H1(R)とする．このとき, T > 0と初期値問題 (2.1)の時間局所

解 u ∈ C([0, T );H1(R))が唯一つ存在する. 更に, u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)かつ ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1 が十分小さい

とすると, 次を満たす初期値問題 (2.1)の時間大域解が唯一つ存在する.

u ∈ L∞([0,∞);L∞(R)), t
1
4u ∈ L∞((0,∞);L2(R)).

また, 2 ≤ p ≤ ∞に対して, 解 u(x, t)は次の評価を満たす.

∥u(·, t)∥Lp ≤ C(1 + t)−
1
2 (1−

1
p ), t ≥ 0, ∥u(·, t)∥L1 ≤ C

(
1 + t−

α−1
4

)
, t > 0. (2.4)

更に加えて, 次の評価が成り立つ.

∥∂xu(·, t)∥L2 ≤ Ct−
3
4 , t > 0. (2.5)

以下, (2.1)に対する上記の解について考えることとし, その長時間漸近挙動に関する既知の結果を紹介する.

解の漸近形は非線形項の指数 q に強く依存し, それに応じて挙動が変化することが知られている. 特に, q = 2

と q = 3は漸近形の形状が本質的に変化する臨界指数になっており, この意味で特殊な場合である. はじめに,

q = 2の場合に関する結果を紹介しよう. この状況に関しては, 著者の知る限り α = 2の場合についてのみが

研究されており, このとき (2.1) は KdV–Burgers 方程式 (1.2) となる. この解の長時間挙動に関する研究は,

はじめに Amick–Bona–Schonbek [1]によって行われた. 彼らは (1.2)をはじめとする散逸・分散型の方程式

に対して, 解の時間減衰評価を示した. 特に, 初期値が u0 ∈ H2(R)∩L1(R)の場合には, (2.4)の第一式と同様

の Lp-減衰評価が与えられた. 更に, Karch [7]では (1.2)がより詳しく解析され, [1]での結果が一般化された.

実際, この方程式の解は, u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)のとき, 1 ≤ p ≤ ∞に対して次の漸近公式を満たす.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p ) ∥u(·, t)− χ(·, t)∥Lp = 0. (2.6)

ここで, χ(x, t)は次の Burgers方程式の自己相似解であり, 陽に与えられることが知られている (cf. [8]).

χt − χxx + (χ2)x = 0, x ∈ R, t > 0.



また, Hayashi–Naumkin [4]では p = ∞の場合に関して, (2.6)で与えられた漸近レートが改善された. 更に,

Kaikina–Ruiz-Paredes [5]によって, xu0 ∈ L1(R)という付加条件の下で, p = ∞の場合の χ(x, t)への最適

な漸近レートが t−1 log tとなることが, 解の第二次漸近形を構成することで証明されている.

次に, より一般の q > 2, α > 1の場合について, (2.1)の解の漸近挙動に関する先行研究を紹介しよう. (2.1)

で q > 2のときには, q = 2の場合と比べて (uq)xが早く減衰するため, 非線形性が弱いと言える. このため, 解

の漸近形は (1.2)とは本質的に異なるものが与えられる. 実際, Karch [6]によって (2.1)の解 u(x, t)の主要部

は線形熱方程式の解で与えられることが示されている. 更に, (2.1)の線形部分 (i.e. (2.3)の (Sα(t) ∗ u0) (x))

に対する高次漸近展開が得られている. 特に, その高次漸近展開は, 分散項の効果, すなわち指数 αに強く依存

するということがポイントである. この結果を説明するために, 次の記号を導入する.

G(x, t) :=
1√
4πt

e−
x2

4t , M :=

∫
R
u0(x)dx, m :=

∫
R
xu0(x)dx. (2.7)

この記号の下, (Sα(t) ∗ u0) (x)に関して次の漸近公式が成立する.

定理 2.2 ([6]). u0 ∈ L1(R)かつ xu0 ∈ L1(R)を仮定する. このとき, 以下の漸近公式が成立する.

(i) 2 < α < 3のとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2 ∥Sα(t) ∗ u0 −MG(t) +m∂xG(t)∥Lp = 0. (2.8)

(ii) α =
N + 1

N
, N ∈ Nのとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥∥Sα(t) ∗ u0 −
N−1∑
k=0

tk

k!
(Dα

x∂x)
k {MG(t)−m∂xG(t)} − M

N !
(tDα

x∂x)
NG(t)

∥∥∥∥∥
Lp

= 0. (2.9)

(iii)
N + 2

N + 1
< α <

N + 1

N
, N ∈ Nのとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥∥Sα(t) ∗ u0 −
N∑

k=0

tk

k!
(Dα

x∂x)
k {MG(t)−m∂xG(t)}

∥∥∥∥∥
Lp

= 0. (2.10)

ここで, Sα(x, t)は (2.2)で定義されたものであり, G(x, t), M , mは (2.7)で定義されたものである．

ここで, 上記の漸近公式 (2.8), (2.9), (2.10)では全ての場合において, 展開の第一項が G(x, t)で与えられる

ことに注意する. 更に, 強調すべき点としては, (2.9)と (2.10)では展開の第二項以降から分散の効果が強く現

れることに注意する. 一方, (2.8)では分散の影響が弱く, 解の挙動は熱方程式の解のそれと同じになる.

上では線形解の漸近展開が与えられたため, 残りは (2.3) の Duhamel 項の漸近展開が得られれば, (2.1) の

解 u(x, t) に対する漸近公式を得ることが出来る. 実際, Karch [6] は, q > 2 で u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R) かつ
xu0 ∈ L1(R) の場合, (2.3) の Duhamel 項の漸近形を構成することに成功しており, 漸近形が 2 < q < 3;

q = 3; q > 3の場合で異なることが示されている. 今回の研究では, 臨界の場合である q = 3に着目する. この

場合は, Duhamel項の漸近形が線形であるが, log tが乗算されているという意味で, 特殊な状況となる. より

正確には, 以下の漸近公式が証明されている.

定理 2.3 ([6]). 1 < α < 3, q = 3とする. また, u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)かつ ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1 が十分小さいと

仮定する. このとき, u(x, t)を命題 2.1で述べた初期値問題 (2.1)の時間大域解とすると, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞
に対して, 次の漸近公式が成立する.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

log t

∥∥∥∥u(·, t)− (Sα(t) ∗ u0) (·) +
M3

4
√
3π

(log t)∂xG(·, t)
∥∥∥∥
Lp

= 0. (2.11)

ここで, Sα(x, t)は (2.2)で定義されたものであり, G(x, t)とM は (2.7)で定義されたものである．



上述の定理 2.2, 2.3を合わせることで, q = 3の場合の (2.1)の解に対する高次漸近展開を得ることが出来る.

しかし, (2.11) で得られた漸近形への漸近レート o(t−
1
2 (1−

1
p )−

1
2 log t) は (2.8), (2.9), (2.10) よりも o(log t)

分だけ遅いものであることに注意する. 従って, 解 u(x, t) の高次漸近展開に関する漸近レートもまた (2.8),

(2.9), (2.10)より遅くなってしまう. このため, より良いオーダーで展開を行うには, (2.11)で与えられた漸近

レートを改善することが望ましい. これを議論するには, (2.3)の Duhamel項の第二次漸近形を構築すること

が有効だと考えられる. 本研究では, (2.1)において q = 3として, パラメーター β ∈ Rを付与した方程式 (1.1)

について解析を行い, Karch [6]の結果を改良することに成功した.

3 主結果

この節では本研究の主結果を紹介する. 今回我々は, 以下で述べる積分方程式 (3.1)の Duhamel項の第二次

漸近形を新規に構成することで, Karch [6]によって与えられた (2.11)における漸近レートを改良した. 主結果

を述べるため, はじめに, Duhamelの原理を適用することで (1.1)を積分方程式に書き換える.

u(x, t) = (Sα(t) ∗ u0) (x) + Iα,β [u](x, t). (3.1)

ここで, Sα(x, t)は (2.2)で定義されたものであり, Iα,β [u](x, t)は次で定義されたものとする.

Iα,β [u](x, t) := −β

3

∫ t

0

(
∂xSα(t− τ) ∗ u3(τ)

)
(x)dτ. (3.2)

更に, 主結果を述べるために, 次の関数 Ψ(x, t)を導入する.

Ψ(x, t) := t−1Ψ∗

(
x√
t

)
, Ψ∗(x) :=

d

dx

(∫ 1

0

(G(1− s) ∗ F (s)) (x)ds

)
, (3.3)

F (y, s) := s−
3
2F∗

(
y√
s

)
, F∗(y) :=

1

8
√
π3

e−
3y2

4 − 1

8
√
3π3

e−
y2

4 . (3.4)

加えて, 定数Mを次で定義する.

M :=

∫ 1

0

∫
R
u3(y, τ)dydτ +

∫ ∞

1

∫
R

(
u3 − (MG)

3
)
(y, τ)dydτ. (3.5)

上記の記号の下, (3.1)の Duhamel項 Iα,β [u](x, t)の第二次漸近形が得られる.

定理 3.1 ([2]). 1 < α < 3, β ∈ Rとする. u0 ∈ H1(R)∩L1(R)かつ xu0 ∈ L1(R)とし, ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1 が

十分小さいと仮定する. このとき, 命題 2.1で述べた性質を全て満たす初期値問題 (1.1)の時間大域解 u(x, t)

が唯一つ存在する. 更に, u(x, t)について, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次の漸近公式が成立する.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥Iα,β [u](·, t) + βM3

12
√
3π

(log t)∂xG(·, t) + βM
3

∂xG(·, t) + βM3

3
Ψ(·, t)

∥∥∥∥
Lp

= 0. (3.6)

ここで, Iα,β [u](x, t)は (3.2)で定義されたものであり, G(x, t)とM は (2.7)で定義されたものである. また,

Ψ(x, t)とMは, それぞれ (3.3)および (3.5)で定義されたものである.

これは, 導入で述べた Karch [6]による定理 2.3の改良となっている. 実際, t → ∞で次が成り立つ.∥∥∥∥Iα,β [u](·, t) + βM3

12
√
3π

(log t)∂xG(·, t)
∥∥∥∥
Lp

= (C∗ + o(1)) t−
1
2 (1−

1
p )−

1
2 .

ここで, C∗ := ∥(βM/3)∂xG(·, 1) + (βM3/3)Ψ∗(·)∥Lp である. また, 上に示した主結果である定理 3.1 と,

Karch [6]による定理 2.2, および (3.1)を組み合わせることで, (1.1)の解に対する次の高次漸近展開を得る.



系 3.2 ([2]). 定理 3.1と同様の仮定の下で, (1.1)の解 u(x, t)に対して, 以下の漸近公式が成立する.

(i) 2 < α < 3のとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥u(·, t)−MG(·, t) + βM3

12
√
3π

(log t)∂xG(·, t)

+

(
m+

βM
3

)
∂xG(·, t) + βM3

3
Ψ(·, t)

∥∥∥∥
Lp

= 0.

(ii) α =
N + 1

N
, N ∈ Nのとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥u(·, t)− N−1∑
k=0

tk

k!
(Dα

x∂x)
k {MG(·, t)−m∂xG(·, t)} − M

N !
(tDα

x∂x)
NG(·, t)

+
βM3

12
√
3π

(log t)∂xG(·, t) + βM
3

∂xG(·, t) + βM3

3
Ψ(·, t)

∥∥∥∥
Lp

= 0.

(iii)
N + 2

N + 1
< α <

N + 1

N
, N ∈ Nのとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥u(·, t)− N∑
k=0

tk

k!
(Dα

x∂x)
k {MG(·, t)−m∂xG(·, t)}

+
βM3

12
√
3π

(log t)∂xG(·, t) + βM
3

∂xG(·, t) + βM3

3
Ψ(·, t)

∥∥∥∥
Lp

= 0.

ここで, G(x, t), M , mは (2.7)で定義されたものである. また, Ψ(x, t)とMは, それぞれ (3.3)および (3.5)

で定義されたものである.

4 準備

この節では, 主結果を証明するために必要な補題と命題を紹介する. まず, 関数 Sα(x, t) の幾つかの性質を

述べよう. この関数は (2.7)で定義された熱核 G(x, t)と同様の減衰評価を持つことが知られている. 加えて，

α > 1のとき, Sα(x, t)は t → ∞では G(x, t)により近似することが出来る. より正確には, 以下の評価 (4.2)

が成立する. 証明については [6]の補題 3.1と補題 3.2を参照せよ．

補題 4.1 ([6]). α > 1, lを非負整数とする. このとき, 2 ≤ p ≤ ∞に対して, 以下の評価が成り立つ.∥∥∂l
xSα(·, t)

∥∥
Lp ≤ Ct−

1
2 (1−

1
p )−

l
2 , t > 0, (4.1)∥∥∂l

xSα(·, t)
∥∥
L1 ≤ Ct−

l
2

(
1 + t−

α−1
4

)
, t > 0.

補題 4.2 ([6]). α > 1, lを非負整数とする. このとき, 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.∥∥∂l
x (Sα(·, t)−G(·, t))

∥∥
Lp ≤ Ct−

1
2 (1−

1
p )−

α−1
2 − l

2 , t > 0. (4.2)

熱核 G(x, t)に対しては, 次の Lp-減衰評価が成立する. 証明については [2]の補題 3.3を参照せよ.

補題 4.3 ([2]). α > 1, k ≥ 0, lを非負整数とする. このとき, 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.∥∥(Dα
x∂x)

k∂l
xG(·, t)

∥∥
Lp ≤ Ct−

1
2 (1−

1
p )−

k(α+1)
2 − l

2 , t > 0.

更に, 熱核 G(x, t)については, 次の漸近公式が成り立つことが知られている (cf. [3, 6]).



補題 4.4 ([3, 6]). lを非負整数, 1 ≤ p ≤ ∞, u0 ∈ L1(R)かつ xu0 ∈ L1(R)とする. このとき, 次が成り立つ.∥∥∂l
x ((G(t) ∗ u0) (·)−MG(·, t))

∥∥
Lp ≤ Ct−

1
2 (1−

1
p )−

1
2−

l
2 , t > 0.

ここで, G(x, t)とM は (2.7)で定義されたものである.

最後に, 定理 3.1を証明する上で重要な命題を紹介する. 証明については [2]の命題 3.5を参照せよ.

命題 4.5 ([2]). 1 < α < 3, β ∈ Rとする. u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)かつ xu0 ∈ L1(R)とし, ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1

が十分小さいとする. このとき, (1.1)の解 u(x, t)について, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.∥∥u3(·, t)− (MG)3(·, t)
∥∥
Lp ≤ Ct−

1
2 (1−

1
p )−1

{
t−

min{α−1,1}
2 + t−

1
2 log(2 + t)

}
, t ≥ 1. (4.3)

ここで, G(x, t)とM は (2.7)で定義されたものである.

5 主結果の証明の概略

本節では, 主結果である定理 3.1の証明の概略を述べる. はじめに, 次の関数を導入する.

v(x, t) :=

∫ t

1

(
∂xG(t− τ) ∗G3(τ)

)
(x)dτ, V (x, t) :=

1

4
√
3π

(log t)∂xG(x, t), (5.1)

W (x, t) :=

∫ 1

0

(
∂xG(t− τ) ∗ u3(τ)

)
(x)dτ +

∫ t

1

(
∂xG(t− τ) ∗

(
u3 − (MG)3

)
(τ)
)
(x)dτ. (5.2)

この記号の下, (3.1), (3.2), (3.5), (5.1), (5.2)により, 次の関係が成立することがわかる.

Iα,β [u](x, t) +
βM3

12
√
3π

(log t)∂xG(x, t) +
βM
3

∂xG(x, t) +
βM3

3
Ψ(x, t)

= −β

3

{∫ t

0

(
∂x(Sα −G)(t− τ) ∗ u3(τ)

)
(x)dτ

}
− β

3
{W (x, t)−M∂xG(x, t)}

− βM3

3
{v(x, t)− V (x, t)−Ψ(x, t)} . (5.3)

従って, 定理 3.1の証明を行うためには, (5.3)の右辺の各項を全て評価すればよい. そのために, 以下では右辺

の評価を後述の三つの命題に分けて行う. まず, 第一項に関しては, 次の評価が成立する.

命題 5.1 ([2]). 1 < α < 3, β ∈ Rとする. u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)かつ xu0 ∈ L1(R)とし, ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1

が十分小さいとする. このとき, (1.1)の解 u(x, t)について, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成り立つ.∥∥∥∥∫ t

0

∂x(Sα −G)(t− τ) ∗ u3(τ)dτ

∥∥∥∥
Lp

≤ Ct−
1
2 (1−

1
p )−

α
2 log(2 + t), t ≥ 2.

ここで, Sα(x, t)と G(x, t)は, それぞれ (2.2)と (2.7)で定義されたものである．

証明の概略. ここでは, p = ∞の場合について, 証明の概略を述べる. まず, (2.4), (2.5), (4.1)などを用いて,

非線形項の評価を用意する. 特に, u3(x, t)と ∂x(u
3(x, t))に対する以下の減衰評価を示す.∥∥u3(·, t)

∥∥
L1 ≤ C(1 + t)−1, t ≥ 0,

∥∥∂x (u3(·, t)
)∥∥

L∞ ≤ Ct−2, t ≥ 1. (5.4)

これを用いると, Youngの不等式と (4.2)および (5.4)により, 次の評価が得られる.∥∥∥∥∫ t

0

∂x(Sα −G)(t− τ) ∗ u3(τ)dτ

∥∥∥∥
L∞



≤
∫ t

2

0

∥∂x(Sα −G)(·, t− τ)∥L∞

∥∥u3(·, τ)
∥∥
L1 dτ +

∫ t

t
2

∥(Sα −G) (·, t− τ)∥L1

∥∥∂x (u3(·, τ)
)∥∥

L∞ dτ

≤ C

∫ t
2

0

(t− τ)−
1
2−

α−1
2 − 1

2 (1 + τ)−1dτ + C

∫ t

t
2

(t− τ)−
α−1
2 τ−2dτ

≤ Ct−1−α−1
2 log(2 + t) + Ct−1−α−1

2 ≤ Ct−1−α−1
2 log(2 + t), t ≥ 2, 1 < α < 3.

同様の方針で p = 1の場合も評価を行い, あとは補間不等式を利用すればよい.

次に, (5.3)の右辺の第二項を評価する. 実際, W (x, t)がM∂xG(x, t)で近似出来ることが示せる．

命題 5.2 ([2]). 1 < α < 3, β ∈ Rとする. u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)かつ xu0 ∈ L1(R)とし, ∥u0∥H1 + ∥u0∥L1

が十分小さいとする．このとき, (1.1)の解 u(x, t)について, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞対して, 次が成り立つ.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2 ∥W (·, t)−M∂xG(·, t)∥Lp = 0. (5.5)

ここで, W (x, t), G(x, t), Mは, それぞれ (5.2), (2.7), (3.5)で定義されたものである．

証明の概略. 簡単のため, 次の関数 ρ(x, t)を定義する.

ρ(x, t) :=
(
u3 − (MG)3

)
(x, t). (5.6)

ここで, この関数に対しては, (4.3)と (5.6)から, 次の評価が成立することに注意する.

∥ρ(·, t)∥Lp ≤ Ct−
1
2 (1−

1
p )−1

{
t−

min{α−1,1}
2 + t−

1
2 log(2 + t)

}
, t ≥ 1. (5.7)

さらに, 以下で定義される定数M0 とM1 を導入する.

M0 :=

∫ 1

0

∫
R
u3(y, τ)dydτ, M1 :=

∫ ∞

1

∫
R
ρ(y, τ)dydτ.

この記号の下, W (x, t)の定義 (5.2)およびMの定義 (3.5)から, 次の関係が得られる.

W (x, t)−M∂xG(x, t) =

∫ t

1

(∂xG(t− τ) ∗ ρ(τ)) (x)dτ −M1∂xG(x, t)

+

∫ 1

0

(
∂xG(t− τ) ∗ u3(τ)

)
(x)dτ −M0∂xG(x, t).

従って, (5.5)の証明を行うためには, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次が成立することを示せばよい.

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥∫ t

1

∂xG(t− τ) ∗ ρ(τ)dτ −M1∂xG(·, t)
∥∥∥∥
Lp

= 0, (5.8)

lim
t→∞

t
1
2 (1−

1
p )+

1
2

∥∥∥∥∫ 1

0

∂xG(t− τ) ∗ u3(τ)dτ −M0∂xG(·, t)
∥∥∥∥
Lp

= 0. (5.9)

上記の漸近公式 (5.8)と (5.9)を示すには, (5.7)の評価に注意して, 放物型方程式の解の漸近解析の手法をその

まま適用すればよい. 詳しい証明は, オリジナルの論文 [2]の命題 4.2を参照せよ.

最後に, (5.3)の右辺の第三項を評価する. 即ち, v(x, t)− V (x, t)の主要部が Ψ(x, t)であることを示す.

命題 5.3 ([2]). lを非負整数とする. このとき, 任意の 1 ≤ p ≤ ∞に対して, 次の評価が成り立つ.∥∥∂l
x (v(·, t)− V (·, t)−Ψ(·, t))

∥∥
Lp ≤ C ∥yF∗∥L1 t

− 1
2 (1−

1
p )−1− l

2 , t > 1. (5.10)

ここで, v(x, t)と V (x, t)は (5.1)で定義されたものであり, Ψ(x, t)と F∗(y)は, それぞれ (3.3)および (3.4)

で定義されたものである.



証明. はじめに, V (x, t)の定義 (5.1)から, 以下の初期値問題が得られる：

Vt − Vxx =
1

4
√
3π

t−1∂xG(x, t), x ∈ R, t > 1,

V (x, 1) = 0, x ∈ R.

従って, V (x, t)は次の形に書き換えることが出来る.

V (x, t) =
1

4
√
3π

∫ t

1

(
G(t− τ) ∗

(
τ−1∂xG(τ)

))
(x)dτ. (5.11)

上記の (5.11)と v(x, t)の定義 (5.1), および F∗(y)の定義 (3.4)により, 次が成り立つ.

v(x, t)− V (x, t) =

∫ t

1

(
∂xG(t− τ) ∗

(
G3(τ)− 1

4
√
3π

τ−1G(τ)

))
(x)dτ

=

∫ t

1

∫
R
∂xG(x− y, t− τ)

(
1

8
√
π3

τ−
3
2 e−

3y2

4τ − 1

8
√
3π3

τ−
3
2 e−

y2

4τ

)
dydτ

= ∂x

(∫ t

1

τ−
3
2

∫
R
G(x− y, t− τ)F∗

(
y√
τ

)
dydτ

)
=: ∂xK(x, t). (5.12)

ここで, (5.12)の右辺のK(x, t)に対して, 変数変換を複数回行うことで, (2.7)と (3.4)により, 次が得られる.

K(x, t) =

∫ t

1

τ−
3
2

∫
R
G(x− y, t− τ)F∗

(
y√
τ

)
dydτ

=

∫ t

1

τ−1

∫
R
G(x−

√
τz, t− τ)F∗(z)dzdτ

(
z =

y√
τ

)
=

∫ 1

1
t

s−1

∫
R
G
(
x−

√
tsz, t(1− s)

)
F∗(z)dzds (τ = ts)

= t−
1
2

∫ 1

1
t

s−1

∫
R
G

(
x√
t
−

√
sz, 1− s

)
F∗(z)dzds

= t−
1
2

∫ 1

1
t

s−
3
2

∫
R
G

(
x√
t
− y, 1− s

)
F∗

(
y√
s

)
dyds (y =

√
sz)

= t−
1
2

∫ 1

1
t

(G(1− s) ∗ F (s))

(
x√
t

)
ds.

故に, 上式と (5.12)を組み合わせれば, 次が成り立つ.

v(x, t)− V (x, t) = t−
1
2 ∂x

(∫ 1

1
t

(G(1− s) ∗ F (s))

(
x√
t

)
ds

)
. (5.13)

一方, Ψ(x, t)の定義 (3.3)から, Ψ(x, t)は次の形で書き換えることが出来る.

Ψ(x, t) = t−
1
2 ∂x

(∫ 1

0

(G(1− s) ∗ F (s))

(
x√
t

)
ds

)
. (5.14)

これより, (5.13)と (5.14)を用いれば，∥∥∂l
x (v(·, t)− V (·, t)−Ψ(·, t))

∥∥
Lp

= t−
1
2

∥∥∥∥∥∂l+1
x

(∫ 1
t

0

(G(1− s) ∗ F (s))

(
·√
t

)
ds

)∥∥∥∥∥
Lp

= t−1+ 1
2p−

l
2

∥∥∥∥∥∂l+1
x

(∫ 1
t

0

(G(1− s) ∗ F (s)) (·) ds

)∥∥∥∥∥
Lp

(5.15)



が得られる. 次に,

∫
R
F∗(y)dy = 0に注意して変数変換を行い, Youngの不等式と補題 4.3を用いれば,

∥∥∥∥∥∂l+1
x

(∫ 1
t

0

(G(1− s) ∗ F (s)) (·) ds

)∥∥∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥∂l+1
x

∫ 1
t

0

∫
R
G(· − y, 1− s)s−

3
2F∗

(
y√
s

)
dyds

∥∥∥∥∥
Lp

=

∥∥∥∥∥
∫ 1

t

0

∫
R

(∫ 1

0

∂l+2
x G(· − ηy, 1− s)dη

)
ys−

3
2F∗

(
y√
s

)
dyds

∥∥∥∥∥
Lp

=

∫ 1
t

0

s−1

∫ 1

0

∥∥∥∥∫
R
∂l+2
x

(
1

η
G

(
·
η
− y,

1− s

η2

))
y√
s
F∗

(
y√
s

)
dy

∥∥∥∥
Lp

dηds

≤ C

∫ 1
t

0

s−1

(∫ 1

0

η−1η−(l+2)η
1
p η1−

1
p+(l+2)dη

)
(1− s)−

1
2 (1−

1
p )−

l+2
2 s

1
2 ∥yF∗∥L1 ds

≤ C ∥yF∗∥L1

∫ 1
t

0

s−
1
2 (1− s)−

1
2 (1−

1
p )−

l+2
2 ds ≤ C ∥yF∗∥L1

∫ 1
t

0

s−
1
2 ds

≤ C ∥yF∗∥L1 t
− 1

2 , t > 1 (5.16)

が得られる. 最後に, (5.15)と (5.16)を組み合わせることで, 所望の評価 (5.10)が成立する．

定理 3.1の証明. (5.3)に命題 5.1, 5.2, 5.3を適用すれば, (3.6)が直ちに従い, 定理 3.1が示される．
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