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概要
Gelfand-Naimark双対性によると，可換 C*環とコンパクト Hausdorff空間は完全に等価な概
念である．したがって原理的には被覆写像も C*環の言葉で言い表すことができ，実際に対応す
る条件が一般の C*環の間の単射に対して定義できる．本講演ではそのような「非可換な被覆空
間」に対する作用素環的・テンソル圏論的なアプローチを概説し，最後に量子群同変な場合にお
ける結果を紹介する．

作用素環論と呼ばれる関数解析の一分野がある．これはMurrayと von Neumannによる 1930年
代の研究に端を発する分野であり，雑に言ってしまえば Hilbert空間上の有界作用素のなす環であっ
て，然るべき位相について閉集合になっており，また随伴をとる操作で閉じているものを研究する分
野である．ここでいう「然るべき位相」は作用素ノルムによる位相と強位相と呼ばれる位相の 2種類
があり，そのどちらを考えるかでそれぞれ C*環と von Neumann環と呼ばれる．一見限定的な対
象を考えているように思えるこの分野は，幾何学や数理物理学など様々な他分野と交流を持ちながら
発展を遂げてきた．その大きな原動力となったのが次の定理である．

定理 1 (Gelfand-Naimark双対性). コンパクト Hausdorff空間とその間の連続写像のなす圏と可換
C*環のなす圏は反変的に圏同値である．また，この圏同値はコンパクト Hausdorff空間 X に対して
X 上の複素数値連続関数全体 C(X)（に構造を付与したもの）を対応させることで得られる．

この定理はコンパクト Hausdorff空間に対してできることは必ず可換 C*環に対してもできると主
張しており，例えばコンパクト Hausdorff空間の間の連続写像が被覆写像であるための必要十分条件
をその上の関数環を用いて記述することができる．

定理 2 (c.f. [Wa90, Proposition 2.8.9.]). π : Y −→ X をコンパクト Hausdorff空間の間の連続写
像とする．また π∗ : C(X) −→ C(Y )を π∗(f) = f ◦ πで定める．このとき πが被覆写像であるため
の必要十分条件は，次の条件を満たす E : C(Y ) −→ C(X) が存在することである：

(i) C(Y )を π∗ により両側 C(X)加群とみなしたとき，E は両側 C(X)加群準同型.

(ii) E(1Y ) = 1X .

(iii) f ≥ 0 ⇒ E(f) ≥ 0.



(iv) (ϕi)
n
i=1 ⊂ C(Y )で任意の f ∈ C(Y )に対して次の等式を満たすものが存在する：

f =

n∑
i=1

ϕiπ
∗(E(ϕif)

)
.

ここで重要なのはこれらの条件がいずれも一般の C*環に対しても意味をもつことである．一般
に（単位的）C*環 B とその部分 C*環 A が与えられたとき，両側 A 加群準同型 E : B −→ A で
E(1) = 1かつ b ≥ 0 ⇒ E(b) ≥ 0 を満たすものを B から Aへの条件付期待値という．また E が指
数有限であるとは，(vi)

n
i=1 ⊂ B で任意の b ∈ B に対して次の等式を満たすものが存在することをい

う ([Wa90, Definition 1.2.2.])：
b =

n∑
i=1

viE(v∗i b).

これらの語彙を用いることにすれば，先程の定理 2は全空間及び底空間がコンパクト Hausdorff空間
であるような被覆空間は可換 C*環の包含で指数有限な条件付期待値を持つようなものと等価である
と主張していると理解できる．
さて，Gelfand-Naimark双対性の重要な側面の 1つに「可換でない作用素環は空間の非可換化とみ

なせる」という指導原理を与えていることが挙げられる．このことを踏まえると，C*環の包含であっ
て指数有限な条件付期待値を持つものは或る種非可換な被覆空間と捉えることができる．被覆空間は
良い条件下で基本群作用を用いた分類ができることが知られているため，この「非可換な被覆空間」
についても何らかの分類結果を期待するのは自然である．そこで重要になるのが C*（多重）テンソ
ル圏 ([NT13, Definition 2.2.1.])である．これは半単純な C線型圏に射の随伴やノルム，また対象の
テンソル積などを付与したものであり，例えば Hilbert空間のなす圏 Hilbやコンパクト Hausdorff

空間 X 上のエルミート計量付き複素ベクトルバンドルのなす圏が典型例である．今回の「非可換な
被覆空間」で重要な役割を果たすのは後者の非可換版とも言える A 上の correspondence のなす
圏 CorrA である．A上の correspondenceとは，両側 A加群M に写像 ⟨–, –⟩A : E ×E −→ Aで以
下の条件を満たすものを付与したものの中で，然るべきノルムについて完備なもののことである：

⟨ξ, ξ⟩A ≥ 0, ⟨ξ, η⟩A = ⟨η, ξ⟩∗A , ⟨ξ, ηa⟩A = ⟨ξ, η⟩A a, ⟨ξ, aη⟩A = ⟨a∗ξ, η⟩A .

例えば指数有限な条件付期待値E : B −→ Aが与えられると，そこからA上の correspondenceBE が
得られる．これはB（の適切な完備化）に ⟨b, b′⟩A = E(b∗b′)により右A値内積を入れたものである．
ここで重要なのは E が指数有限であるおかげで積写像が有界両側 A準同型m : BE ⊗A BE −→ BE

を与えることである（ここでのテンソル積の意味は省略する）．したがって組 (BE ,m,A ⊂ BE) は
CorrA 内の代数対象のようなものを与える．より正確には Q-system ([LR97, Section 6]) と呼ば
れる代数対象の C*環版と呼ぶべきものが構成されており，逆に CorrA 内の Q-systemが与えられる
と，そこから指数有限な条件付期待値をもつ包含 A ⊂ B を作ることができる．
以上のことから Aを底空間とする非可換な被覆空間を分類することは，CorrA 内の Q-systemを

分類することに帰着される．もちろん多くの場合に CorrA は非常に巨大な圏であるためこのような
分類を完全に遂行することはできないが，それでも分類をする際には非常に大きな指針となるもので
ある．



今回の私の研究では以上の話をコンパクト量子群作用が入った状況で取り扱い，単連結コンパクト
Lie群の神保-Drinfeld q 変形という広く興味を持たれているコンパクト量子群の作用について，分類
問題をその極大トーラスの作用に関する分類問題に帰着できることを示した．

定理 3 (H.). Gをコンパクト量子群，Kをその最大 Kac型部分量子群とする．もし Kがコンパク
ト群であれば，任意の Kの量子等質空間 Aについて，誘導関手 IndGK : K- CorrrfA −→ G- CorrrfIndG

KA

は C*テンソル圏の圏同値を与える．

もし Gが単連結コンパクト Lie群 Gの神保-Drinfeld q 変形 Gq である場合，その最大 Kac型部
分量子群は極大トーラス T に一致する ([To07, Lemma 4.10.])．また Aを自明な T 作用付き C*環
Cとすれば，その誘導作用 Ind

Gq

T Cは C(T\Gq)に一致する．T - CorrrfC
∼= RepfT が容易に観察でき

るため，以上のことから次のような系を得ることができる．

系 4 (H.). C(T\Gq)上の Gq 同変有限被覆は，T 作用付き有限次元 C*環により分類される．
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