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1 導入
無限分解可能分布は畳み込みの意味で n乗根が存在する確率分布, すなわち Rd 上の確率分布 µが無限分解可能で
あるとは任意の n ∈ Nに対して, ある Rd 上の確率分布 µn が存在し, µ = µn∗

n が成立することをいう. 無限分解可能
分布には顕著な性質がいくつか知られているがそのうちの一つとして, 無限分解可能分布による弱極限は無限分解可
能分布となり, さらにこの弱収束は Levyの三つ組の各要素による 3条件に置き換えられる, というものがある. また
無限小三角配列の行和が弱収束することは, ある無限分解可能分布に従う確率変数が弱収束することと同値になる, と
いうことも古典的事実のうちの一つである. そこで本研究は加法過程の各時刻の分布が無限分解可能分布になること
に着目し, 無限小三角配列によってうまく確率過程を構成し, さらに確率過程間の収束を新たにうまく定義することで
加法過程に対する同分布性を仮定しない極限定理を得ることができたので紹介をする.

2 準備
2.1 記号・用語
まず, 使用する記号・用語について準備をする.

• PX : 確率変数 X の分布.

• C♯(Rd) := {f : Rd → R ; f は有界連続かつある原点近傍 U 上で f = 0}.

• C♯♯(Rd) := {f : Rd → R ; f は有界連続かつ lim
x→0

f(x)

|x|2
= 0}.

• h : Rd → Rd は原点近傍で h(x) = xとなる有界連続関数.

• 確率測度 µに対して, µ = ⟨A, ν, γ⟩ : 任意の z ∈ Rd に対して
µ̂(z) = exp[−1

2
⟨z,Az⟩+ i⟨z, γ⟩+

∫
Rd

(
ei⟨z,x⟩ − 1− i⟨z, h(x)⟩

)
ν(dx)]が成り立つことを表す.

(ここで Aは d× d半正定値対称行列, ν は ν({0}) = 0かつ ∫
Rd 1∧ |x|2 ν(dx) < ∞なる測度, γ ∈ Rd である.)

• 確率変数による二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
と正の実数 R > 0に対して, 第 i成分が

∫
|x|<R

xi PZn,j
(dx)で定

義される Rd の元を bRn,j を書く.

• 確率変数による二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn が与えられたときに Sn
t :=

⌊knt⌋∑
j=1

Zn,j で定義される確率過程

{Sn
t }t∈[0,1] を単に二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn によって生成された確率過程と呼ぶ.

• µ = ⟨A, ν, γ⟩を満たす確率測度 µに対して, (i, j)成分が Ai,j +

∫
Rd

h(x)ih(x)j ν(dx)で定義された行列を hÃ

と書く.

∗ 北海道大学大学院理学院数学専攻修士 2年. 本研究の詳細をご希望の方は kotarohata1021[at]icloud.comまでご連絡下さい
† 北海道大学大学院理学研究院准教授



2.2 無限分解可能分布に関する性質
この章では無限分解可能分布に関する事実を述べる. まず無限分解可能分布 µに対して, ある d × d半正定値対称
行列 A, ν({0}) = 0かつ ∫

Rd 1 ∧ |x|2 ν(dx) < ∞なる測度 ν, 及び γ ∈ Rd が一意に存在して, µ = ⟨A, ν, γ⟩となるこ
とが知られている. この µに対して定まる三つ組 ⟨A, ν, γ⟩を Levyの三つ組という.

また無限分解可能分布がある確率測度に弱収束しているとき, その極限分布は無限分解可能分布になることが知ら
れている. さらにこの収束は, Levyの三つ組によって次のように言い換えられることが知られている.

Fact 2.1 ([3, Chapter VII, Theorem 2.9]). 無限分解可能分布列 (µn)n∈N と無限分解可能分布 µ がそれぞれ
µn = ⟨An, νn, γn⟩, µ = ⟨A, ν, γ⟩を満たすものとする. このとき, µn が µに弱収束することは以下の 3条件が成り立
つことと同値である.

(1) ∀i, j = 1, 2, . . . d, lim
n→∞

(hÃn)i,j = (hÃ)i,j .

(2) ∀f ∈ C♯(Rd), lim
n→∞

∫
Rd

f dνn =

∫
Rd

f dν.

(3) lim
n→∞

γn = γ.

重要な確率過程のクラスとして, 加法過程と Lévy過程があるが (以下, 加法過程と Lévy過程の定義は [5]で導入さ
れたものとする.), 無限分解可能分布は Lévy過程とある意味での一対一対応があることが知られており, また加法過
程に対しては次の関係があることが知られている.

Fact 2.2 ([5, Theorem 9.8]). 加法過程 {Xt}t≥0 の各時刻の分布は無限分解可能分布となる. さらに PXt =

⟨At, νt, γt⟩と表した時, 次の 3条件が成り立つ.

(1) A0 = 0, ν0 = 0, γ0 = 0.

(2) s ≤ t ならば, 任意の z ∈ Rd に対して ⟨z,Asz⟩ ≤ ⟨z,Atz⟩, かつ任意のボレル集合 B ⊂ Rd に対して
νs(B) ≤ νt(B).

(3) 任意の z ∈ Rd に対して lim
s→t

⟨z,Asz⟩ = ⟨z,Atz⟩, かつ任意のボレル集合 B ⊂ Rd に対して
∃ε > 0 s.t.B ⊂ {x ; |x| > ϵ} ⇒ lim

s→t
νs(B) = νt(B), かつ lim

s→t
γs = γt.

2.3 三角配列・無限小三角配列に関する性質
三角配列は極限定理を一般化するに際して現れる概念である.

Definition 2.3 (三角配列・無限小三角配列). 確率変数による二重列 {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
が以下の条件 (1), (2)

を満たすとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
は三角配列であるという. これに加えてさらに (3) を満たす時, 特に

{Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を無限小三角配列と呼ぶ.

(1) kn → ∞.

(2) ∀n ∈ N, {Zn,1, Zn,2, . . . , Zn,kn
} は独立.

(3) ∀ε > 0, lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

P (|Zn,j | > ε) = 0.

無限小三角配列の行和に関する極限定理は無限分解可能分布の議論に落とし込むことができることが知られている.

Fact 2.4 ([4, Theorem 3.2.12]). {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を無限小三角配列, (an)n∈N ⊂ Rd を数列, Y を確率変数と
する. このとき, Zn,1 + Zn,2 + · · ·+ Zn,kn

− an が Y に弱収束することは, 任意の R > 0に対して, 次を満たす確率
変数列 Yn が Y に弱収束することと同値である.

∀z ∈ Rd, P̂Yn
(z) = exp

i〈 kn∑
j=1

bRn,j − an, z

〉
+

kn∑
j=1

∫
Rd

(ei⟨z,x⟩ − 1)PZn,j−bRn,j
(dx)

 .



3 主結果
3.1 問題設定
[1, Definition 2.3.]では次の収束概念が定められている.

Definition 3.1 (局所一様弱収束). S, T を距離空間, (µn
t )t∈T , (µt)t∈T を S 上の有限測度列とする. この時 (µn

t )t∈T

が (µt)t∈T に局所一様弱収束するとは, 任意の有界集合 B ⊂ T と任意の有界連続関数 f : S → Cに対して

lim
n→∞

sup
t∈B

∣∣∣∣∫
S

f dµn
t −

∫
S

f dµt

∣∣∣∣ = 0

が成り立つことである.

この局所一様弱収束に触発され, 次の一様弱収束を定義するに至った.

Definition 3.2 (一様弱収束). {Xn
t }t∈[0,1], {Xt}t∈[0,1] を Rd-値確率過程とする. この時, {Xn

t }t∈[0,1] が {Xt}t∈[0,1]

に一様弱収束するとは, 任意の z ∈ Rd に対してその特性関数が一様収束すること, すなわち

∀z ∈ Rd, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣P̂Xn
t
(z)− P̂Xt(z)

∣∣∣ = 0

が成り立つことをいい, {Xn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] と書く.

実は [2, Theorem 2.6]によって, 一様弱収束は局所一様弱収束の特別な場合であることがわかっている.

3.2 主結果
本研究は Fact 2.1, 2.4の手法を基にすることで, 無限小三角配列によって生成された確率過程が加法過程に一様弱
収束することの必要十分条件を得たので, その結果を報告する.

Theorem 3.3. {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
を無限小三角配列, {Xt}t∈[0,1] を加法過程で PXt

= ⟨At, νt, γt⟩を満たすもの
とする. このとき {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn によって生成された確率過程列 {Sn

t }t∈[0,1] に関して以下は同値である.

I) {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

II) ∀R > 0,*1

（1） lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

(
bRn,j +

∫
Rd

h(x)PZn,j−bRn,j
(dx)

)
− γt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

（2）∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

h(x)i1h(x)i2 PZn,j−bRn,j
(dx)− (hÃt)i1,i2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

（3）∀f ∈ C♯♯(Rd), lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dPZn,j−bRn,j
−

∫
Rd

f dνt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

特に [2, Theorem 3.4]より (II)-(3)と (II)-(2)は次の 2条件と同値である.

(1) ∀t ∈ [0, 1], ∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

h(x)i1h(x)i2 PZn,j−bRn,j
(dx) = (hÃt)i1,i2 .

(2) ∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C♯(Rd), lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dPZn,j−bRn,j
=

∫
Rd

f dνt.

無限小三角配列の各行に関してさらに同分布性を課すと次のことがわかる.

*1 ∃R > 0としてもよい.



Corollary 3.4. {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
を無限小三角配列で任意の n ∈ Nに対して Zn,1

d
= Zn,2

d
= · · · d

= Zn,kn
を満

たすものとする. このとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
によって生成された確率過程列 {Sn

t }t∈[0,1] が加法過程 {Xt}t∈[0,1]

に一様弱収束するならば {Xt}t∈[0,1] は Lévy過程となる. さらに {Sn
t }t∈[0,1] が Lévy過程 {Xt}t∈[0,1] に一様弱収束

することは Sn
1 が X1 に弱収束することと同値である.

3.3 具体例の構成
各要素がデルタ分布に従う無限小三角配列が, ある加法過程に一様弱収束することの必要十分条件は以下で与えら
れる. ここで a ∈ Rd でのデルタ分布を δa で表す.

example 3.5. 数列 (mn,j) ⊂ Rd に対して, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を Rd-値三角配列で PZn,j = δmn,j を満たすもの
とする. このとき {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn

が無限小三角配列となる必要十分条件は以下である.

lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

|mn,j | = 0.

さらに lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

|mn,j | = 0が成立していると仮定する. このとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
によって生成された

確率過程列 {Sn
t }t∈[0,1] に対して以下は同値である.

(1) ある加法過程 {Xt}t∈[0,1] が存在して, {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

(2) ある数列 (γt)t∈[0,1] ⊂ Rd が存在して, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

mn,j − γt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

上記が成り立つとき, PXt
= ⟨0, 0, γt⟩となる.

次に各要素がガウス分布に従う場合を考える. ここで平均m, 分散 v の正規分布を N(m, v)で表す.

example 3.6. 数列 (mn,j) ⊂ Rに対して, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn を R-値三角配列で PZn,j = N(0,mn,j)を満たす
ものとする. このとき,{Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn

が無限小三角配列となる必要十分条件は以下である.

lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

mn,j = 0.

さらに mn,j が lim
n→∞

sup
j=1,2,...,kn

mn,j = 0 を満たすと仮定する. このとき {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
によって生成された

確率過程列 {Sn
t }t∈[0,1] に対して以下は同値である.

(1) ある加法過程 {Xt}t∈[0,1] が存在して, {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

(2) ある連続関数 a : [0, 1] → Rが存在して, ∀t ∈ [0, 1], lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

mn,j = a(t).

(3) ある連続関数 a : [0, 1] → Rが存在して, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

mn,j − a(t)

∣∣∣∣∣∣ = 0.

上記が成り立つとき, PXt
= ⟨a(t), 0, 0⟩となる.

無限小三角配列の各要素が無限分解可能分布に従っているとき, 一様弱収束の定義から直接, 一様弱収束の言い換え
が出る. つまり次が成り立ち, example 3.6はその特殊な場合である.

Proposition 3.7. {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn
を無限小三角配列で各 Zn,j は無限分解可能分布に従っている, すなわち,

PZn,j
= ⟨An,j , νn,j , γn,j⟩を満たしているとする. さらに {Xt}t∈[0,1] を加法過程で PXt

= ⟨At, νt, γt⟩を満たすもの
とする. このとき, {Zn,j}n∈N, j=1,2,...,kn

によって生成された確率過程列 {Sn
t }t∈[0,1] に対して以下は同値である.

I) {Sn
t }t∈[0,1]

u.w.−−−→ {Xt}t∈[0,1] .

II)（1） lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

γn,j − γt

∣∣∣∣∣∣ = 0.



（2）∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

(hÃn,j)i1,i2 − (hÃt)i1,i2

∣∣∣∣∣∣ = 0.

（3）∀f ∈ C♯♯(Rd), lim
n→∞

sup
t∈[0,1]

∣∣∣∣∣∣
⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dνn,j −
∫
Rd

f dνt

∣∣∣∣∣∣ = 0.

特に [2, Theorem 3.4]より (II)-(2)と (II)-(3)は次の 2条件と同値である.

(1) ∀t ∈ [0, 1], ∀i1, i2 = 1, 2, . . . , d, lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

(hÃn,j)i1,i2 = (hÃt)i1,i2 .

(2) ∀t ∈ [0, 1], ∀f ∈ C♯(Rd), lim
n→∞

⌊knt⌋∑
j=1

∫
Rd

f dνn,j =

∫
Rd

f dνt.
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