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概要

本講演は理化学研究所 AIPセンター, 慶應義塾大学の池田正弘氏との共同研究に基づく. Guo

氏, Wang氏, Yao氏 [J. Math. Anal. Appl. 506 (2022), no. 2, Paper No. 125653, 30 pp]

により空間遠方での減衰が速い短距離型のポテンシャルをもつ非線形シュレディンガー方程式に

ついて解が散乱するための十分条件が与えられた. 本講演では, 空間遠方での減衰が遅い長距離

型のポテンシャルをもつ状況において解が散乱するための十分条件を球対称解に制限することに

より与える.

1 導入

本稿では逆冪乗型ポテンシャルをもつ以下の非線形シュレディンガー方程式を考える.i∂tu(t, x) + ∆u(t, x)− γ

|x|µ
u(t, x) = −|u(t, x)|pu(t, x), (t, x) ∈ R× Rd,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rd.
(NLSγ)

ここで, 虚数単位 i =
√
−1, 時間微分 ∂t =

∂
∂t , 空間微分 ∆ =

∑d
j=1

∂2

∂x2
j
, d ≥ 1, γ > 0, 0 < µ <

min{2, d}, 1 < p < 2∗ − 1, 解 u(t, x) : R× Rd −→ Cは未知関数, 初期値 u0(x) : Rd −→ Cは既知
関数である. ここで,

2∗ − 1 :=

{
∞, (d = 1, 2),
1 + 4

d−2 , (d ≥ 3).

γ < 0, µ = 1のとき, 作用素 −∆+ γ
|x| は 2つの荷電粒子間のクーロン力の量子力学的描写を与え,

正に帯電した原子核の存在により外部に引力的な長距離型ポテンシャルを持つことに対応する [19].

ここで, 0 < µ ≤ 1のとき γ
|x|µ は長距離型ポテンシャルと呼ばれ, 1 < µ < 2のとき γ

|x|µ は短距離型

ポテンシャルと呼ばれる. 量子物理学分野における水素原子のより多くのモデルに関しては [18, 24]

を参照せよ.

γ = 0のとき, (NLSγ)は渦糸の運動, スピンの歳差運動, 光ファイバー中における超短パルスの電

波などを記述する.



1.1 準備

非負値 X, Y に対して, ある C > 0 が存在して X ≤ CY が成り立つとき X ≲ Y と表現す

る. X ≲ Y ≲ X が成り立つとき X ∼ Y と表現する. 関数空間 X に対して, Xrad := {f ∈ X :

f は球対称関数 }とする.

定義 1.1 (ルベーグ空間). p ≥ 1において, ルベーグ空間 Lp(Rd)を

Lp(Rd) := {f : Rd −→ C : ∥f∥Lp <∞}

で定義する. ここで, ルベーグノルム ∥ · ∥Lp は次である.

∥f∥Lp :=


(∫

Rd

|f(x)|pdx
) 1

p

, (1 ≤ p <∞),

ess sup
x∈Rd

|f(x)|, (p = ∞).

定義 1.2 (フーリエ変換・フーリエ逆変換). フーリエ変換とフーリエ逆変換を次のように定義する.

(フーリエ変換) Ff(ξ) :=
∫
Rd

e−2πixξf(x)dx,

(フーリエ逆変換) F−1f(ξ) :=

∫
Rd

e2πixξf(x)dx.

定義 1.3 (ソボレフ空間). 非斉次ソボレフ空間W s,p(Rd)と斉次ソボレフ空間 Ẇ s,p(Rd)を次で定義

する.

W s,p(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥W s,p <∞

}
,

Ẇ s,p(Rd) :=
{
f : Rd −→ C : ∥f∥Ẇ s,p <∞

}
.

ここで, 非斉次ソボレフノルム ∥ · ∥W s,p と斉次ソボレフノルム ∥ · ∥Ẇ s,p はそれぞれ

∥f∥W s,p := ∥(1−∆)
s
2 f∥Lp = ∥F−1(1 + 4π2| · |2) s

2Ff∥Lp ,

∥f∥Ẇ s,p := ∥(−∆)
s
2 f∥Lp = ∥F−1(2π| · |)sFf∥Lp .

p = 2のとき Hs(Rd) :=W s,2(Rd), Ḣs(Rd) := Ẇ s,2(Rd)と表すこととする.

注意 1.4. 1 < p <∞, s = 1のとき, 次が成り立つ.

∥f∥W 1,p ∼ ∥f∥Lp + ∥∇f∥Lp .

2 (NLSγ)の時間局所適切

時間に依存した非線形偏微分方程式の研究は大きく分けると 2つに分けられる. 1つ目は時間局所

適切の有無である. (NLSγ)が時間局所適切であるとは, 次の (1)～(4)が成り立つことである.

(1) (解の一意性) (NLSγ)の解は一意である.



(2) (解の存在性) 任意の u0 ∈ H1(Rd)に対して, 時間区間 (Tmin, Tmax) = (Tmin(u0), Tmax(u0))

(∋ 0) 上定義される (NLSγ) の解 u ∈ C((Tmin, Tmax);H
1(Rd)) が存在して, (Tmin, Tmax) を

超えて (NLSγ)の解は存在しない.

(3) (Blow-up alternative) もし Tmax <∞ (Tmin > −∞)とすると,

lim
t↗Tmax

∥u(t)∥H1 = ∞,

(
lim

t↘Tmin

∥u(t)∥H1 = ∞
)
.

(4) (初期値への連続依存性) もし u0,n −→ u0 in H1 とすると, 任意の閉区間 I ⊂ (Tmin, Tmax)に

対して, ある n0 ∈ Nが存在して, 任意の n ≥ n0 に対して u0,n を初期値にもつ (NLSγ)の解

un は I 上で定義されて un −→ u in C(I;H1(Rd)) (n→ ∞)をみたす.

注意 2.1. (Blow-up alternative)より, 次が成り立つ.

sup
t∈(Tmin,Tmax)

∥u(t)∥H1 <∞ =⇒ (Tmin, Tmax) = R.

(NLSγ)は時間局所適切であることが知られている.

定理 2.2 ((NLSγ)の時間局所適切, [3]). d ≥ 1, 1 < p < 2∗ − 1, γ > 0, 0 < µ < min{d, 2}とする.

このとき, (NLSγ)は時間局所適切である.

(NLSγ)は次の積分方程式に書き換えることができる.

u(t, x) = eit(∆− γ
|x|µ )u0(x) + i

∫ t

0

ei(t−s)(∆− γ
|x|µ )(|u|p−1u)(s, x)ds.

(NLSγ)の時間局所適切は例えば, この積分方程式に次のストリッカーツ評価を適用した縮小写像の

議論により得られる.

定理 2.3 (ストリッカーツ評価, [21]). d = 3, 0 < µ < 2, γ > 0, 0 ≤ s ≤ 1とする. t0 ∈ Rとし, 時

間区間 I は t0 を含むとする.

Is :=


{
(q, r) : 2 ≤ q ≤ ∞,

6

3− 2s
≤ r ≤ 6

1− 2s

} (
0 ≤ s <

1

2

)
,{

(q, r) :
4

3− 2s
< q ≤ ∞,

6

3− 2s
≤ r <∞

} (
1

2
≤ s ≤ 1

)
に対し,

Λs := {(q, r) ∈ Is :
2
q + 3

r = 3
2 − s}

を定義する. もし (q1, r1) ∈ Λs, (q2, r2) ∈ Λ0 とすると

• ∥eit(∆− γ
|x|µ )f∥Lq1

t L
r1
x

≲ ∥f∥Ḣs ,

•
∥∥∥∥∫ t

t0

ei(t−s)(∆− γ
|x|µ )F (·, s)ds

∥∥∥∥
L

q1
t (I;L

r1
x )

≲ ∥F∥
L

q′2
t (I;Ẇ

s,r′2
x )

が成り立つ.



定理 2.2で得られた (NLSγ)の解は質量とエネルギーを保存する.

定理 2.4 (保存則). 定理 2.2で得られた (NLSγ)の解 uは次の質量とエネルギーを時間に関して保

存する.

(質量) M [f ] := ∥f∥2L2 ,

(エネルギー) Eγ [f ] :=
1

2
∥∇f∥2L2 +

1

2

∫
Rd

γ

|x|µ
|f(x)|2dx− 1

p+ 1
∥f∥p+1

Lp+1 .

つまり,

M [u(t)] =M [u0], Eγ [u(t)] = Eγ [u0], t ∈ (Tmin, Tmax)

が成り立つ.

γ = 0をもつ (NLSγ), つまり

i∂tu(t, x) + ∆u(t, x) = −|u(t, x)|p−1u(t, x), (t, x) ∈ R× Rd (NLS0)

は次のスケール変換に関して不変である.

u(t, x) 7→ u[λ](t, x) := λ
2

p−1u(λ2t, λx), (λ > 0).

つまり, uが (NLS0)の解であるならば, λ > 0に対して u[λ] もまた (NLS0)の解である. この変換に

より初期値 u0 は

u0(x) 7→ (u0){λ}(x) := λ
2

p−1u0(λx)

と移り変わる. sc := d
2 − 2

p−1 とすると, Ḣsc-ノルムはこの変換に関して不変である. つまり,

∥(u0){λ}∥Ḣsc = ∥u0∥Ḣsc が成り立つ. そのため p = 1 + 4
d (sc = 0)のとき (NLSγ)は L2-臨界もし

くは質量臨界, p = 1+ 4
d−2 (sc = 1)のとき (NLSγ)は Ḣ1-臨界もしくはエネルギー臨界と呼ばれる.

3 (NLSγ)の解の時間挙動

時間局所適切が得られたとき, 解の時間発展による挙動を調べることが時間に依存した非線形偏微

分方程式の研究の 2つ目である. (NLSγ)の解の時間発展を考えた際, 線形部分 (i∂tu+∆u− γ
|x|µu)

は分散的にはたらき, 非線形部分 (−|u|p−1u)は吸引的にはたらく. 分散性は波を散らばらせ, 吸引性

は波を集中させる.

　
分散性 吸引性

線形部分と非線形部分の働きが逆であり, これらの兼ね合いにより様々な種類の時間挙動が存在する.

分散効果の方が吸引効果より強いとき, 解 uは空間遠方に向かっていく. そのため, 解 u自身の相互

作用が弱まり線形状態に近づく. このような挙動を散乱といい, このような解を散乱解と呼ぶ. 吸引



効果の方が分散効果より強いとき, 解 uはあるところに集中していく. このような挙動を爆発といい,

このような解を爆発解と呼ぶ. 爆発は有限時間爆発と無限時間爆発の 2つに分けられる. 分散効果と

吸引効果が釣り合うとき, 時間に関して位相の周期的な変動しかない解が生じる. このような解を定

在波解と呼ぶ. これらの挙動を数学的に記述すると以下のようになる.

定義 3.1 (散乱解, 有限時間爆発解, 無限時間爆発解, 定在波解). u0 ∈ H1(Rd), uは (NLSγ)の解と

する.

• (散乱解)

(NLSγ)の解 uが正 (負)の時間で散乱するとは, Tmax = +∞ (Tmin = −∞)であり, さらに,

ある ψ+ ∈ H1(Rd) (ψ− ∈ H1(Rd))が存在して

lim
t→+∞

∥u(t)− eit(∆− γ
|x|µ )ψ+∥H1 = 0,

(
lim

t→−∞
∥u(t)− eit(∆− γ

|x|µ )ψ−∥H1 = 0

)
が成立することである. 時間両方向で散乱するとき, 単に散乱すると呼ぶ. ここで, eit(∆− γ

|x|µ )

は線形シュレディンガー発展作用素であり, eit(∆− γ
|x|µ )ψ は ψ を初期値にもつ線形方程式i∂tu(t, x) + ∆u(t, x)− γ

|x|µ
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× Rd,

u(0, x) = ψ(x), x ∈ Rd
(LSγ)

の解である.

• (有限時間爆発解)

(NLSγ)の解 uが正 (負)の時間で有限時間爆発するとは, Tmax < +∞ (Tmin > −∞)をみた

すことである. 時間両方向で有限時間爆発するとき, 単に有限時間爆発すると呼ぶ.

• (無限時間爆発解)

(NLSγ)の解 uが正 (負)の時間で無限時間爆発するとは, Tmax = +∞ (Tmin = −∞)であり,

さらに,

lim sup
t→+∞

∥u(t)∥H1 = ∞,

(
lim sup
t→−∞

∥u(t)∥H1 = ∞
)

が成り立つことである. 時間両方向で無限時間爆発するとき, 単に無限時間爆発すると呼ぶ.

• (定在波解)

ある ω ∈ Rに対して

u(t, x) = eiωtQω,γ(x), (x ∈ Rd)

の形をしているとき, 解 uは定在波解であるという. ここで, Qω,γ = Qω,γ(x)は楕円型方程式

−ωQω,γ +∆Qω,γ − γ

|x|µ
Qω,γ = −|Qω,γ |p−1Qω,γ (SPω,γ)

の解である.

注意 3.2. (SPω,γ)の解は作用汎関数

Sω,γ(f) :=
ω

2
M [f ] + Eγ [f ]



により次のように特徴付けられる.

Qω,γ が (SPω,γ)の解 ⇐⇒ (Sω,γ)
′(Qω,γ) = 0.

4 先行結果

γ = 0 (ポテンシャルの項がない)とき :

• (定在波解の存在) d ≥ 1, 1 < p < 2∗ − 1, ω > 0のとき (SPω,0)は解をもつ. 特に,

Gω,0 := {ϕ ∈ Aω,0 : Sω,0(ϕ) ≤ Sω,0(ψ) for any ψ ∈ Aω,0}

に属する基底状態と呼ばれる解が存在する [2, 25]. ここで,

Aω,0 := {ϕ ∈ H1(Rd) \ {0} : (Sω,0)
′(ϕ) = 0}.

• (散乱) d ≥ 1, Qω,0 は (SPω,0)の基底状態とする.

◦ p = 1 + 4
d , u0 ∈ L2(Rd), M [u0] < M [Q1,0]ならば, (NLS0)の解 uは散乱する [5].

◦ 1 + 4
d < p < 2∗ − 1, u0 ∈ H1(Rd),

Sω,γ(u0) < Sω,0(Qω,0) for some ω > 0, (1)

Kγ(u0) := 2∥∇u0∥2L2 + µ

∫
Rd

γ

|x|µ
|u0(x)|2dx− d(p− 1)

p+ 1
∥u0∥p+1

Lp+1 ≥ 0 (2)

ならば, (NLS0)の解 uは散乱する [1, 7, 8, 14] (関連した文献として [16]も挙げておく).

• (爆発) d ≥ 1, 1 + 4
d < p < 2∗ − 1, u0 ∈ H1(Rd), (1),

Kγ(u0) < 0 (3)

ならば, (NLS0) の解 u は有限時間爆発もしくは無限時間爆発する [1, 6, 15]. さらに,

u0 ∈ |x|−1L2(Rd) もしくは “u0 ∈ H1
rad(Rd), d ≥ 2, d = 2 のとき p ≤ 5” であるならば,

(NLS0)の解 uは有限時間爆発する [1, 9, 22].

γ > 0 (ポテンシャルの項がある)とき :

• (定在波解の存在) d ≥ 1, 1 < p < 2∗ − 1, 0 < µ < min{d, 2}, ω > 0のとき (SPω,γ)は解を

もつ. 特に,

Gω,γ,rad := {ϕ ∈ Aω,γ,rad : Sω,γ(ϕ) ≤ Sω,γ(ψ) for any ψ ∈ Aω,γ,rad}

に属する “球対称”基底状態と呼ばれる解が存在する [11, 12]. ここで,

Aω,γ,rad := {ϕ ∈ H1
rad(Rd) \ {0} : (Sω,γ)

′(ϕ) = 0}.

• (散乱) d = 3, (1 + 4
3 =) 73 < p < 5(= 1 + 4

3−2 ), 1 < µ < 2, u0 ∈ H1(R3), (1), (2)ならば,

(NLSγ)の解 uは散乱する [10].

• (爆発) d ≥ 1, 1+ 4
d < p < 2∗ − 1, 0 < µ < min{d, 2}, u0 ∈ H1(Rd), (1), (3)ならば (NLSγ)

の解 uは有限時間爆発もしくは無限時間爆発する [10, 12]. さらに u0 ∈ |x|−1L2(Rd)もしく

は “u0 ∈ H1
rad(Rd), d ≥ 2, d = 2のとき p ≤ 5”であるならば (NLSγ)の解 uは有限時間爆発

する [4, 12, 19].



5 主定理

γ > 0 のとき, 散乱の結果では 1 < µ < 2 を仮定している. 1 < µ < 2 と 0 < µ ≤ 1 では線形解

eit(∆− γ
|x|µ )ψ ((LSγ)の解)に関して次の違いがある.

• 1 < µ < 2 :

(u(t) −→
::::

) eit(∆− γ
|x|µ )ψ −→

::::
eit∆ψ+ in H1 (t→ ∞).

Guo–Wang–Yao [10] Mizutani [20]

• 0 < µ ≤ 1 :

(u(t) −→
::::

) eit(∆− γ
|x|µ )ψ ̸−→

::::
eit∆ψ+ in L2 (t→ ∞).

? Reed–Simon [23]

つまり, 1 < µ < 2 のとき, 線形解 eit(∆− γ
|x|µ )ψ は t → ∞ として, ポテンシャルをもたない線形解

eit∆ψ+ に漸近する [20]. 一方で, 0 < µ ≤ 1のとき, 線形解 eit(∆− γ
|x|µ )ψ は t → ∞としても, ポテ

ンシャルをもたない線形解 eit∆ψ+ に漸近しない [23]. Guo–Wang–Yao [10]は 1 < µ < 2において

非線形方程式の解 u ((NLSγ)の解)が t → ∞として, 線形解 eit(∆− γ
|x|µ )ψ に漸近するための初期値

の十分条件を与えた. 本研究では 0 < µ ≤ 1のときについて調べた.

定理 5.1 (H.–Ikeda, [13]). d = p = 3, γ > 0, 0 < µ < 2とする. Qω,γ は (SPω,γ)の “球対称”基底

状態解であるとする. もし u0 ∈ H1
rad(R)がある ω > 0に対して Sω,γ(u0) < Sω,γ(Qω,γ)と (2)をみ

たすとき (NLSγ)の解 uは散乱する.

注意 5.2. 定理 5.1は 1 < µ < 2においても, Guo–Wang–Yao [10]で扱えていない初期値を扱えて

いる. つまり, ある u0 ∈ H1
rad(R3)が存在して

Sω,0(Qω,0) ≤ Sω,γ(u0) < Sω,γ(Qω,γ), Kγ(u0) ≥ 0

をみたす.

注意 5.3. µ = 1で非線形項が分散的にはたらく (|u|p−1uである)とき, つまり

i∂tu(t, x) + ∆u(t, x)− γ

|x|
u(t, x) = |u(t, x)|p−1u(t, x), (t, x) ∈ R× R3

に対しては, 次の結果が知られている.

γ > 0, 7
3 < p < 5, u0 ∈ H1(R3)とする. このとき, 解 uは散乱する.

6 証明の概略

本稿では, Guo–Wang–Yao [10]と定理 5.1の証明で異なる部分を紹介する. Guo–Wang–Yao [10]

では, 初期値の列 {u0,n} ⊂ H1(R3)に対して次のプロファイル分解を適用することで議論を行う.



定理 6.1 (プロファイル分解). d = p = 3, γ > 0, 1 < µ < 2とする. また {fn}はH1(R3)の有界列

であるとする. 部分列を取ると, ある J∗ ∈ {0, 1, . . . ,∞}, プロファイル {f j} ⊂ H1(R3), パラメー

タ {(tjn, xjn)} ⊂ R× R3, 剰余 {RJ
n} ⊂ H1(R3)が存在して, 任意の 0 ≤ J ≤ J∗ (J ∈ N), n ∈ Nに

対して次の分解が成り立つ.

fn(x) =

J∑
j=0

[
e
−itjn

(
∆− γ

|x+x
j
n|µ

)
f j

]
(x− xjn) +RJ

n(x).

{RJ
n}は次の意味で剰余である.

lim
J→J∗

lim sup
n→∞

∥eit(∆− γ
|x|µ )RJ

n∥L5
tL

5
x
= 0. (4)

注意 6.2. {(tjn, xjn)} ⊂ R × R3, {RJ
n} ⊂ H1(R3)は他にもいくつかの性質をみたすが, ここでは省

略する.

定理 6.1 の作用素 e
−itjn

(
∆− γ

|x+x
j
n|µ

)
の性質を得るために仮定 1 < µ < 2 は使用される. 球対称

関数に制限することで, 定理 6.1の xjn は恒等的に 0にできることが知られている. 例えば, [14, 17]

などで見つけられる. [14] では, 作用素 eit∆ がフーリエ変換を用いて F−1e−4π2it|ξ|2F と表されて
いることを利用している. そのため, 今回の eit(∆− γ

|x|µ ) に対して, その証明は直接適用することが

できない. また [17]では, 一度 xjn を含めた形 (定理 6.1の形)で証明し, 球対称であるとき {xjn}が
有界であることを導き, それを利用して証明する. それ故, その証明を直接適用すると 1 < µ < 2

の制限を取り除くことはできない. 本研究では, 埋め込み H1
rad(R3) ⊂ L3(R3) がコンパクトである

ことのみを利用して, {fn} ⊂ H1
rad(R3), 0 < µ < 2, xjn ≡ 0 をもつ定理 6.1 を証明した. 本稿では

{f j} ⊂ H1
rad(R3), {tjn} ⊂ R, {RJ

n} ⊂ H1(R3)の取り方のみ紹介する.

証明. 補完不等式とストリッカーツ評価 (定理 2.3)より

∥eit(∆− γ
|x|µ )f∥L5

tL
5
x
≤ ∥eit(∆− γ

|x|µ )f∥1−θ
L∞

t L3
x
∥eit(∆− γ

|x|µ )f∥θLq
tL

r
x
≲ ∥eit(∆− γ

|x|µ )f∥1−θ
L∞

t L3
x
∥f∥θ

Ḣ
1
2
x

.

ここで, (q, r) ∈ Λ 1
2
, θ ∈ (0, 1)は 1

5 = 1−θ
∞ + θ

q = 1−θ
3 + θ

r をみたす定数である. それ故, 次が成り立

てば (4)は成立する.

lim
J→J∗

lim sup
n→∞

∥eit(∆− γ
|x|µ )RJ

n∥L∞
t L3

x
= 0.

{f1}, {t1n}, {R1
n}を構成する.

A0 := lim supn→∞ ∥eit(∆− γ
|x|µ )fn∥L∞

t L3
x
. もし A0 = 0ならば, 各 j ≥ 1に対して f j ≡ 0と取るこ

とで主張が得られる. そこで, A0 > 0を仮定する. この仮定により部分列 {fn} (もとの列と同じ記号

を用いる)を次をみたすように取ることができる.

∥eit(∆− γ
|x|µ )fn∥L∞

t L3
x
≥ 3

4
A0 for each n ∈ N.

そして, 列 {t1n} ⊂ Rを次をみたすように取る.

∥eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn∥L3
x
≥ 1

2
A0 for each n ∈ N. (5)



今, ∥eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn∥H1
x
(∼ ∥fn∥H1 (作用素のユニタリ性より)) は有界列であるから, ある f1 ∈

H1(R3)が存在して eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn −−⇀ f1 in H1(R3) as n → ∞. H1
rad(R3) ⊂ L3(R3)のコンパク

ト性から eit
1
n(∆− γ

|x|µ )fn −→ f1 in L3(R3). (5)から f1 ̸= 0である. 実際,

1

2
A0 ≤ lim

n→∞
∥eit

1
n(∆− γ

|x|µ )fn∥L3
x
= ∥f1∥L3

が成り立つ. R1
n := fn − e−it1n(∆− γ

|x|µ )f1 とおく.

{f2}, {t2n}, {R2
n}の構成について :

A1 := lim supn→∞ ∥eit(∆− γ
|x|µ )R1

n∥L∞
t L3

x
とおき, 上と同様の議論を行う.

以後, 帰納的に {f j}, {tjn}, {Rj
n}を構成していく.
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