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概要

ミラー対称性の数学的理解の一つとして特異点を許す整アファイン多様体 (IAMS) を用いた
ミラーの構成が注目されている．この構成は元々 Strominger-Yau-Zaslowにより提唱された SYZ
予想と呼ばれる物理学の予想 [SYZ96] に由来しており，特に Calabi-Yau 多様体の退化族から
IAMS を得る段階（SYZ Picture）で微分幾何学的な議論が必要となる．2006 年に Kontsevich-
Soibelmanはこの構成を代数幾何学的に捉えるために,（後に）Non-Archimedean SYZ Pictureと
呼ばれる Calabi-Yau 多様体の退化族から IAMS を得る新たな手法を生み出した [KS06]．この
とき，Calabi-Yau 多様体の退化族に対して上記２種類の構成から得られる IAMS が「同じ」で
あることが期待されている（cf. [KS06, Conjecture 3]）ものの，一般的な解決には至っていな
い．講演者は，偏極アーベル多様体の K-trivialな有限商の極大退化族に対して，SYZ Pictureと
Non-Archimedean SYZ Pictureの両方で得られる IAMSを具体的に決定し，直接比較することで
偏極アーベル多様体の K-trivialな有限商の極大退化族に対して両者の一致を証明することに成功
した．また，hybrid解析化という比較的新しい枠組みを用いることによって，この一致を幾何学
的に特徴づけることに成功した．今回の講演ではこれらの結果について紹介する．これらの結果

は [Got22]及び [GO22]に基づく．

目次

1 導入 1

2 準備 2

2.1 SYZ fibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Non-Archimedean SYZ fibration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

3 主結果 6

1 導入

2006年に Kontsevich-Soibelmanは [KS06]において次のような予想を提唱した．

Conjecture 1.1 (cf. [KS06, Conjecture 3]). 極大退化している偏極 Calabi-Yau 多様体の族に対して，
special Lagrangian torus fibrationを用いて構成した IAMSと非アルキメデス幾何学を用いて構成した
IAMSは一致する.



但し，この IAMS というのは，特異点を許す整アファイン多様体 (Integral Affine Manifold with
Singularities)の略であり，n次元位相多様体 B が IAMS であるとは，余次元 2の部分集合を除いた
ところで変換関数が整アファイン関数 (∈ GL(n,Z)⋉ Zn)となるような極大アトラスが存在する (整
アファイン構造を持つ) ことを指す．同様に，B がアファイン構造を持つとは，B に変換関数がア

ファイン関数 (∈ GL(n,R) ⋉ Rn)となるような極大アトラスが存在することを指し，B が特異点を

許すアファイン構造を持つとは，余次元 2の部分集合を除いたところで B がアファイン構造を持つ

ことを指す．

この予想が提唱された背景としてあるのが，元々理論物理学でその存在が予見され現在に至るまで

盛んに研究されているミラー対称性である．ミラー対称性は数学的にいくつかの定式化が知られて

いるが今回は Strominger-Yau-Zaslowが [SYZ96]において提唱した SYZ予想と呼ばれる定式化（正
確にはその変種）に注目する．特に，SYZ予想は偏極 Calabi-Yau多様体の極大退化族に対しそのミ
ラー対の構成を IAMSを用いて理解できるということを示唆している（図１）．
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しかし，図１における Step 1 (SYZ Picture)には複素微分幾何学の議論が必要で，それを代数幾何学
的に理解するのは難しいという問題点があった．そこで，この Step 1に相当する代数幾何学的な操作
として採用されたのが Kontsevich-Soibelmanが [KS06]にて考案した非アルキメデス幾何学を用いた
アプローチ (non-Archimedean SYZ Picture)である．非アルキメデス幾何学は元々代数幾何学の研究
から生まれた分野であるため代数幾何学との相性が良いことは良く知られており，non-Archimedean
SYZ Pictureは代数幾何的な解釈として注目されることになった．つまり，Conjecture 1.1はこの SYZ
予想に基づくミラー対の構成に対する代数幾何的解釈の正当性を主張する一連の予想の一つなのであ

る．

本講演では，Conjecture 1.1の解決に向けた講演者の結果を紹介する．

2 準備

主結果を述べるにあたって，用語をいくつか準備する．

Definition 2.1 (variety). K を体とする．X が K 上の variety であるとは，X が K 上分離的かつ有

限型の整スキームであることを指す．



Definition 2.2 (Calabi-Yau variety). K を体とする．X が K 上の Calabi-Yau varietyであるとは，X

がK 上の smooth proper varietyであって canonical bundle ωX が自明となるもののことを指す．

Remark 2.3. 一般的には，X が n 次元 Calabi-Yau variety というのは，上記の条件に加えて，1 ≤
i ≤ n− 1に対して Hi(X,OX) = 0となることも仮定する．但し，OX は X の構造層とする．特に

Definition 2.2の意味ではアーベル多様体 (Definition 2.10)も Calabi-Yau varietyである．

Remark 2.4. 一般に C上の Calabi-Yau variety X の複素解析化X(C) := Hom(Spec C, X)は Kähler
構造を持つとは限らない．しかし，X が C 上 projective であれば，ample line bundle L が定める

P(H0(X,L)∨)への埋め込みによって，P(H0(X,L)∨)上の Fubini-Study metricを引き戻すことによ
り Kähler構造が定まる．特に，ωFS(L)を引き戻しによって定義されたその Kähler計量とするとき，
H2(X(C),R)上で [ωFS(L)] = c1(L)が成立する．但し，c1(L)は Lの first Chern classである．

Definition 2.5 (Calabi-Yau manifold). コンパクト複素多様体M が (algebraic) Calabi-Yau manifold で
あるとは，Kähler構造を持ち，ある C上の Calabi-Yau variety X が存在してM ∼= X(C)を満たすこ
とを指す．

Calabi-Yau manifoldに対して，次の定理が重要である．

Theorem 2.6 ([Yau78, Theorem 2]). Calabi-Yau manifold M に対して，ω を所与の Kähler formとす
る．このとき，ωと cohomology classが同じM 上のあるKähler formω′ (i.e. [ω] = [ω′] ∈ H2(M,R)

)
であって，ω′ に付随する Ricci form Ric(ω′)について Ric(ω′) = 0となるものが一意に存在する．

Ric(ω) = 0となるような Kähler form ω に付随する metric g のことを Ricci flat metricと呼ぶ．

Remark 2.7. X を projectiveとすれば，Remark 2.4のように所与の Kähler formとして，任意の X

上の ample line bundle Lに付随する ωFS(L)を取ることができる．このとき，Theorem 2.6を用いる
と，任意の ample line bundle Lに対し，[ω] = c1(L) ∈ H2(X(C),R)となるような Ricci flat metric
に付随する Kähler form ω が一意に存在することが分かる．特にこの構成において，Ricci flat metric
に付随する Kähler form ω は Lではなく c1(L)に依存していることに注意する．

Remark 2.8. Theorem 2.6 は Monge-Ampère方程式という多様体上の非線形な偏微分方程式を解く
問題に帰着されるのだが，後に Tian や Chen-Donaldson-Sun により Fano 多様体に対して Monge-
Ampère方程式の解が存在することと接束の K-poly安定性と呼ばれる代数幾何的な条件が等価であ
ることが示されている．

ここまでで Calabi-Yau varietyと Calabi-Yau manifoldを定義したが，両者を特に区別せず，まとめ
て Calabi-Yau多様体と呼ぶ．

Definition 2.9 (極大退化族). ∆ を C の原点中心の開円盤とし，その穴あき円盤を ∆∗ := ∆ \ {0}
とする．flat family f : X → ∆ として t 6= 0 上で Xt := f−1(t) が n 次元 Calabi-Yau 多様体，
t = 0 上で X0 := f−1(t) は特異であるようなものを考える．このような X を退化といい，X ∗ :=

f−1(∆∗) → ∆∗ を退化族という．より強く，X が極大退化であるとは，t 6= 0に対しモノドロミー変



換 T : Hn(Xt,Q) → Hn(Xt,Q)が (T − I)n+1 = 0及び (T − I)n 6= 0を満たしていることを指す．

また，極大退化 f : X → ∆に対して X ∗ → ∆∗ を極大退化族という．

Definition 2.10 (アーベル多様体). K を体とする．X が K 上のアーベル多様体であるとは，群演算

m : X ×X → X としてmや逆元を与える射が多様体の射となっているようなものが存在するK 上

の proper varietyのことを指す．

一般にアーベル多様体は projectiveであることが知られている．また， C上のアーベル多様体 X

については次が知られている．

Fact 2.11 (cf. [Mum70]). X を C上の g 次元アーベル多様体とする．このとき次が成立する．

• 適当な格子 Λ(∼= Z2g) ⊂ Cg が存在して X(C) ∼= Cg/Λを満たす．

• Pic0X を X の Picard群 PicX の部分群であって単位元と代数的同値になるような元からな

る部分群とするとき，Pic0X は C上のアーベル多様体の構造を持つ．

X(C) ∼= Cg/Λ の下，x ∈ X(C) による translation tx : X(C) → X(C) を tx(y) := x + y で

定める．このとき，付随する射も tx : X → X と書く．L を X 上の ample line bundle とすると
き，x 7→ t∗x(L) ⊗ L−1 により群準同型 φL : X → Pic0X が誘導される．このような群準同型

φ = φL : X → Pic0X を X の偏極という．偏極を指定したアーベル多様体のことを偏極アーベル多

様体という．

Remark 2.12. 偏極は ample line bundle Lに依存しているように見えるが，より正確には，その first
Chern class c1(L)に依存している．

Definition 2.13 (有限群作用). 偏極アーベル多様体の (極大)退化族A∗ → ∆∗ に有限群Gが作用して

いるとは，群準同型 ϕ : G → Aut∆∗A∗ が存在して，各 ϕ(g)が任意の t ∈ ∆∗ に対して At 上の偏極

φt を保つような自己同型であることを指す．

偏極アーベル多様体の (極大) 退化族 A∗ → ∆∗ に有限群 G が作用しているとき，自然に X ∗ :=

A∗/G → ∆∗ が定義できる．特に，各ファイバー Xt = At/G はアーベル多様体の有限商になって

おり，X ∗ → ∆∗ はそのような有限商の退化族を与えている．Xt が K-trivial であるとは，dualizing
sheaf ωXt

が自明となることを指す．但し，Xt は smoothとは限らないため，一般に canonical bundle
の代わりに dualizing sheafを考える必要があることに注意する．

Remark 2.14. 上の議論において Xt は normalであるため，Xt の smooth locus上で canonical divisor
を考えて，その closureをとることで dualizing sheafはWeil divisorとして実現される．

2.1 SYZ fibration

この節において，M は常に C上の n次元 Calabi-Yau多様体とし，ω をM の Ricci flat metricに
対応する Kähler form，ΩをM 上の holomorphic volume formとする.



Definition 2.15 (special Lagrangian submanifold). M の実 n次元部分多様体N が special Lagrangian
submanifold とは，N が ω|N = 0及び ImΩ|N = 0を満たしていることを指す．

Definition 2.16 (SYZ fibration). B を位相多様体とする. fibration f : M ↠ B が special Lagrangian
torus fibrationであるとは，任意のファイバーMb := f−1(b)がM の special Lagrangian submanifold
であって実トーラスと可微分同相であることを指す．この fibrationのことを SYZ fibrationともいう．

SYZ fibration f : M → B は B に二つのアファイン構造 (∇A,∇B)と一つの計量 g を与えること

が知られている．特に，∇B は ImΩによって定まっているため (B,∇B)は複素構造を反映している

アファイン構造であり，後述の non-Archimedean SYZ fibrationで与えられる IAMSと比較すべきア
ファイン構造である．

2.2 Non-Archimedean SYZ fibration

この節では，X をK := C((t))上の Calabi-Yau多様体とし，K の DVRを R := C[[t]]，剰余体を
k ∼= Cとおく．また，K 上の離散付値（但し，乗法的な記法を採用する）として，||t|| = e−1 によっ

て正規化したものを考える．

Definition 2.17 (semivaluation). A を K 上有限型代数とする．写像 | · | : A → R≥0 が A 上の

semivaluationであるとは，任意の f, g ∈ Aに対して |f + g| ≤ |f | + |g|及び |f | · |g| = |fg|が成立
し，任意の a ∈ K ↪→ Aに対し |a| = ||a||が成立することを指す．

Definition 2.18 (Berkovich 解析化). K 上有限型代数 A に対し，U := SpecA とおくとき，U の

Berkovich 解析化 Uan を A 上の semivaluation 全体と定義する．また Uan の位相として，任意の

f ∈ Aに対し，| · | 7→ |f |で定まる写像 f : Uan → R≥0 が連続となる最も粗い位相を入れる．より

強く，Uan には G-topologyが自然に定義され，それによって構造層が定義できるが，詳細は [Ber90]
に譲る．一般の K 上局所有限型 scheme X に対しても，各 affine open subscheme U ⊂ X に対して

Uan を構成し，それらを貼り合わせることによって Berkovich解析化 Xan を定義することができる．

Xan も Uan 同様に G-topologyを持ち，構造層 OXan が定義できる．

Definition 2.19 (model). flat R-algebraic space X が，同型 XK := X ×SpecR SpecK ∼= X を備えて

いるとき，この X を X の model という．さらに，この X が normal scheme で，特異ファイバー
Xk(= X ×SpecR Speck)の被約化 Xk,red の各既約成分が Q-Cartier，そして pair (X ,Xk)が minimal
dlt modelであるときに，X を X の good minimal dlt model という.

Definition 2.20 (dual complex). (X ,Xk)を dlt pairとするとき，X の dual complex ∆(X )とは，次で

定まる正則 CW複体である：
X=1

k を divisor としての Xk における係数が 1 であるような prime divisor 全体の成す divisor とす
る．そのような prime divisor Ei を用いて X=1

k =
∪

i∈I Ei とおくとき，
∩

i∈J Ei 6= ∅なる J ⊂ I を

考える．ここで
∩

i∈J Ei の各既約成分に対して，|J | − 1次元の cellを対応させる．このとき任意の
j ∈ J に対し，

∩
i∈J Ei の各既約成分は

∩
i∈J\{j} Ei の複数の既約成分に含まれてしまうことはな

い．このことから各 cell同士の間の attaching mapが誘導され CW複体となる．



X をX の properな good minimal dlt modelとするとき，dual complex ∆(X )はX の Berkovich解
析化Xan の部分集合とみなすことが出来る上に，Xan から∆(X )への retraction ρX : Xan → ∆(X )

が誘導されることが知られている (cf.[BFJ16, Corollary 3.2])．このとき，Xan の部分集合として

の ∆(X ) は good minimal dlt model X の取り方に依らないことも知られており [MN12, §4.5]，こ
れを X の essential skelton と呼び，Sk(X) と書く．また，こうして X から誘導される retraction
ρX : Xan → Sk(X)を X に付随する non-Archimedean SYZ fibrationという．SYZ fibrationがアファ
イン構造を与えていたように，non-Archimedean SYZ fibrationも Sk(X)に IAMS構造を与えること
が知られている [NXY19, Theorem 6.1]．

3 主結果

さて，主結果を述べていこう．以下，∆を十分小さい半径を持つ Cの原点中心の開円盤とし，そ
の穴あき円盤を ∆∗ := ∆ \ {0}とする．

Theorem 3.1 (cf. [GO22, Theorem 2.8]). 任意の偏極アーベル多様体の K-trivialな有限商の ∆∗ 上の

極大退化族 X ∗ に対して，各ファイバー Xt がある fibration ft : Xt → Bt を持ち，Bt の余次元 2を
除いたところで SYZ fibrationになっている．しかも，その ft の定める Bt 上の二つの特異点を許す

アファイン構造と一つの計量の組 (Bt,∇A(t),∇B(t), gt)は適当な意味で t → 0で収束し，その極限

(B0,∇A(0),∇B(0), g0)は明示的に書き下せる．特に，(B0,∇B(0))は IAMSである．

Remark 3.2. 一般の Calabi-Yau多様体に対して SYZ fibrationが存在するかどうかという問題は未解
決問題である．[GO22, Theorem 2.8]では，後述するように，各ファイバーに対し SYZ fibrationが存
在するだけでなく，SYZ fibrationの族として ∆∗ 上の連続写像として与えられることも示している．

この SYZ fibrationの族の存在に関して，我々の結果以外では，一般の K3曲面に対しても正しいこ
とが知られている [OO21, Chapter 4].

Theorem 3.3 (偏極アーベル多様体の K-trivial な有限商に対する Conjecture 1.1 の肯定的解決．cf.
[Got22, Theorem 5.31]). 有限群作用が適当な条件を満たすような偏極アーベル多様体の K-trivialな
有限商に対する ∆∗ 上の極大退化族 X ∗ を考える．この時，Theorem 3.1で与えられた (B0,∇B(0))

は，適当な有限次拡大に相当する base change SpecK ′ → SpecK の後に，X := X ∗
K に対するある

non-Archimedean SYZ fibration ρX : Xan → Sk(X)が定める IAMS (Sk(X), ρX )とスケールの差を除

いて IAMSとして同型となる．

Remark 3.4. Theorem 3.3で述べた non-Archimedean SYZ fibrationを与えるような good minimal dlt
model X はアーベル多様体の退化の理論を応用することで与えられる．このアーベル多様体の退化
は [FC90] において非常に良く調べられており，実際 Theorem 3.3 で述べた non-Archimedean SYZ
fibration により定まる IAMS は [FC90] において degeneration data と呼ばれているものによって明
示的に記述することができる．この degeneration data から所望の good minimal dlt model X を構成
する過程において，アーベル多様体の退化を cone decomposition に結び付ける [Mum72] の議論を
有限群作用付きに深化させた [Kün98] の理論が重要になるのだが，[Kün98] での議論は誘導される



IAMSを明示的に記述する上で不十分なものであった．Theorem 3.3における講演者の最も大きな貢
献は，[Kün98]の議論を発展させることで，この IAMSが明示的に記述できるような good minimal
dlt model X を構成したことにある．

最後の定理を述べるための準備をしよう．Theorem 3.3と同様の偏極アーベル多様体の K-trivialな
有限商の極大退化族 X ∗ と X = X ∗

K の minimal dlt model X を考える．このとき，X の hybrid解析
化 X hyb が存在して次の性質を満たすことが知られている [BJ17, §4 and Appendix].

1. X hyb は位相空間であり，連続写像 π : X hyb ↠ ∆が存在する．

2. 次の図式が可換である．
π−1(∆∗)

∼= //

π

��

X ∗

��
∆∗ = // ∆∗

3. π−1(0) ∼= Xan が成り立つ.

Theorem 3.5 (Theorem 3.3の幾何学的特徴づけ cf. [GO22, Theorem 3.2, Theorem 4.9]). 上で定めた
hybrid解析化 X hyb に対して，Theorem 3.1で主張した各ファイバー Xt(t 6= 0)上の SYZ fibrationを
ft とし，X の定める non-Archimedean SYZ fibrationを ρX とするとき，ある∆上の位相多様体 Bと
連続写像 fhyb : X hyb ↠ B (我々はこれを hybrid SYZ fibrationと呼んでいる )が存在し次を満たす．

1. t ∈ ∆∗ に対して fhyb|t = ft.
2. fhyb|t=0 = ρX .

Remark 3.6. 特に，fhybは Bの各ファイバー Btにそれぞれ SYZ fibrationもしくは non-Archimedean
SYZ fibration により特異点を許すアファイン構造を誘導しているが，(Bt,∇B(t)) に注目すると，

t = 0を含めて連続的にアファイン構造が変化していることが分かる．これは Theorem 3.3に対して
幾何的な描像を与えている．また，Fermat型超曲面の族に対して,この hybrid解析化を用いた同種の
結果が報告されている [PS22, Proposition 5.8].
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