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Abstract

有理数体Q上の楕円曲線Eに対し, その等分体と呼ばれる代数体Kが定まり, これは一般にQ
上の非 abel拡大となる. 本稿では, E の等分体K のイデアル類群の Galois加群構造について,筆
者が最近得た結果を紹介する.

1 背景
以下, 有理数体Qの有限次拡大を代数体と呼ぶ. 代数体Kに対し, そのイデアル類群と呼ばれる有

限群 Cl(K)が定まる. 一応, その定義を紹介しておく.

定義 1.1. K を代数体とする. I(K)をK の 0でない分数イデアルのなす群, P (K)をK の 0でない
単項分数イデアルのなす I(K)の部分群とする. このとき, K のイデアル類群 Cl(K)を,

Cl(K) := I(K)/P (K)

で定義する.

代数体のイデアル類群は整数論において大変重要な研究対象である. その研究の歴史は, Kummer
による Fermat予想の解決に向けた 19世紀の仕事に始まる. 現代でもイデアル類群は, 乗法群Gmに
関する岩澤理論や同変玉河数予想などの整数論のとてもホットな話題において, その主要な登場人物
として盛んに研究されている.
代数体K が例えばQ上のGalois拡大であるとすると, Galois群Gal(K/Q)が Cl(K)に自然に作

用する. このような状況において, Cl(K)を単なる群としてではなく, Galois群 Gal(K/Q)の作用込
みで調べる, つまり Gal(K/Q)加群として調べるということがよくなされる. 1.1節の後半で述べる
ように, K/Qが abel拡大 (Gal(K/Q)が abel群)の場合には, Cl(K)のGal(K/Q)加群構造について
は多くのことが知られている. 一方で, KがQ上の非 abel拡大 (Gal(K/Q)が非 abel群)の場合には,
Cl(K)のGal(K/Q)加群構造については, まだまだわからないことが多い状況である.
本稿では, Q上の楕円曲線に対して定まる等分体と呼ばれるQの非 abel拡大を考察の対象とし, そ

のイデアル類群のGalois加群構造について筆者が得た結果について紹介する. 結果の位置づけを簡単
に述べると, まずQ上の円分体に関するHerbrand-Ribetの定理 (定理 1.4)という有名な結果がある.
Herbrand-Ribetの定理について, その楕円曲線の等分体における類似を考察した Prasad-Shekhar
の定理 (定理 1.9)を部分的に精密化したものが, 筆者の結果 (定理 2.3, 系 2.4)である.



1.1 円分体のイデアル類群
まずはQ上の abel拡大の典型例である円分体のイデアル類群について, 前述のHerbrand-Ribetの

定理を含め, どのようなことが調べられてきたかを解説する.
pを奇素数とし, µpを複素数体 Cの中の 1の p乗根のなす群とする. Kummerは, Fermat予想の

解決に向けた研究の中で, Qに µpを添加した円の p分体Q(µp)のイデアル類群Cl(Q(µp))を考察する
に至った. 以下, ApをCl(Q(µp))の p-Sylow部分群とする. 次の定理はKummerの判定法と呼ばれる
結果である.

定理 1.2 (Kummer).

∃k ∈ 2Z>0 s.t pが ζ(1− k)の分子を割る ⇐⇒ Ap 6= 0.

ここで ζ(s)は Riemannの ζ-関数であり, 解析接続して C上の有理型関数と見ている. また, ζ(1− k)

の値は有理数であることが知られている.

注意 1.3. 一見, 全然関係がないように見える ζ-関数の値とイデアル類群 Cl(Q(µp))とが, 定理 1.2の
ように結びついていることはとても神秘的に感じられる. しかし, 話が逸れないように注意しておく
と, 筆者の結果を含め, 1.2節以降で紹介するイデアル類群に関する結果では, 残念ながら定理 1.2に見
られるような ζ-関数や, いわゆる L関数とイデアル類群との結びつきは (まだ)確認できない. この節
では ζ-関数とCl(Q(µp))の結びつきよりも, Cl(Q(µp))そのものについて何が調べられてきたか (定理
1.2, 1.4の主張の右側)に注意して読んでいただきたい.

後にHerbrand [3]とRibet [8]により, Kummerの結果の精密化が証明されている. 彼らはCl(Q(µp))

を単なる群ではなく, この章の始めに述べたように Galois群 Gal(Q(µp)/Q)が作用する群, つまり
Gal(Q(µp)/Q)加群として扱った. 彼らはApをGal(Q(µp)/Q)加群として

Ap =

p−2⊕
k=0

A
ωk
cyc

p (1.1)

のように分解して考察した. ここで, ωcyc : Gal(Q(µp)/Q) → Z×
p は mod p 円分指標で, A

ωk
cyc

p は
σ ∈ Gal(Q(µp)/Q)が ωk

cyc(σ)倍で作用するようなApの部分空間である. ざっくりいうと, (1.1)では
ApをGal(Q(µp)/Q)の作用に関する幾つかの固有空間に細分化したのである. このとき, Herbrandと
Ribetは次を得た.

定理 1.4 (Herbrand-Ribet). kを 2 ⩽ k ⩽ p− 3を満たす偶数とする. このとき

pが ζ(1− k)の分子を割る ⇐⇒ A
ω1−k
cyc

p 6= 0.

これは定理 1.2の精密化になっている. 注目していただきたいのは, KummerはAp全体の非自明性を
考察しているのに対し, Herbrandと RibetはApをGalois群の作用に関して分解して, その分解にお
ける幾つかの成分の非自明性を考察している点である.
現在では, MazurとWilesによる岩澤主予想の帰結として A

ω1−k
cyc

p の位数も明らかにできる. また,
円分体に限らず一般のQ上の abel拡大のイデアル類群についても, 幾つかの仮定の下に岩澤主予想か
ら同様のことを明らかにできる.



1.2 楕円曲線の等分体のイデアル類群
最近, Prasad [6]によってQ上の楕円曲線の等分体において, Herbrand-Ribetの定理の非 abel類

似が考察されている.
まず楕円曲線に関する用語を簡単にまとめる. (Q上の)楕円曲線とは, 基本的には y2 = x3+ax+ b

(a, b ∈ Q)の形で定義される代数曲線Eのことである. ただし, 定義方程式の右辺には重根がないもの
とする. E上の Q̄値点全体の集合

E(Q̄) := {(X,Y ) ∈ Q̄2 | Y 2 = X3 + aX + b}

を考える. ここで, Qの代数閉包 Q̄ (⊂ C)を一つ取って固定している. 楕円曲線の顕著な性質として,
E(Q̄)と無限遠点と呼ばれる点Oを合わせた集合に abel群の構造が入ることが知られている.

定義 1.5 (Eの等分点). 非負整数N に対して, E(Q̄)とOのなす abel群のN ねじれ元全体のなす部
分群をE[N ]と書き, EのN 等分点と呼ぶ.

楕円曲線Eと非負整数N に対し, 次のような代数体を定義することができる.

定義 1.6 (Eの等分体). EをQ上の楕円曲線とする. このときEのN-等分体Q(E[N ])を,

Q(E[N ]) := Q({X,Y | (X,Y ) ∈ E[N ]})

で定める.

注意 1.7. E[N ]にはQの絶対Galois群GQ := Gal(Q̄/Q)が作用しており, Q(E[N ])はQ上のGalois
拡大である. 一般にGal(Q(E[N ])/Q)はGL2(Z/NZ)の部分群で, 非 abel群である.

pを再び奇素数とする. Prasadは [6]で, E の p等分体 Q(E[p])のイデアル類群 Cl(Q(E[p]))を
Gal(Q(E[p])/Q)加群として扱い, 非 abel拡大Q(E[p])/Qにおける定理 1.4の類似を考察した. 以下,
A(E)pを Cl(Q(E[p]))の p-Sylow部分群, A(E)ssp を A(E)pの Zp[Gal(Q(E[p])/Q)]加群としての半単
純化とする. ここで半単純化A(E)ssp は, だいたいA(E)pのGal(Q(E[p])/Q)加群としての既約分解の
ようなものだと思ってよい. つまりA(E)ssp は,

A(E)ssp =
⊕
M

M⊕rM (1.2)

のように Gal(Q(E[p])/Q)加群としての直和分解で表される. ただし, 上の直和のM は Fp上の既約
Gal(Q(E[p])/Q)加群を全て走り, 非負整数 rM はA(E)ssp におけるM 成分の重複度を表している.
この状況で, Prasadは次の問を提起した.

問 1.8. M を Fp上の既約Gal(Q(E[p])/Q)加群とする. (1.2)の分解において, いつ rM 6= 0となるか?

この問は勿論定理1.4に触発されたものである. [7]でPrasadとShekharは, E[p]が既約Gal(Q(E[p])/Q)

加群である状況で, M = E[p]の場合の問 1.8にEの Selmer群を用いて部分的回答を与えた.

定理 1.9 (Prasad-Shekhar). Eに関して, 次の条件を仮定する.

(1) Eは pで良還元を持つ.



(2) ap(E) ≡ 1 (mod p)であり, EがQpの拡大体上で虚数乗法を持たなければ, E[p]はGQの表現
として pで暴分岐する. ここで, ap(E) := (p+ 1)−#E(Fp)である.

(3) 任意の素数 `で, Eの `での玉河数が pと素である.

(4) E[p]はGal(Q(E[p])/Q)加群として既約である.

このとき dimFp(Sel(GQ, E[p])) ⩾ 2であれば,

E[p] ⊂ A(E)ssp ,

つまり rE[p] 6= 0が成立する. ここに, Sel(GQ, E[p])はEの p-Selmer群である.

注意 1.10. Birchと Swinnerton-Dyerによる予想 (BSD予想)を仮定すると, この結果を楕円曲線 E

の L関数 L(E, s)を用いて書き換えることができる. L∗(E, 1)を L(E, s)の s = 1における Taylor展
開の先頭係数とする. このとき定理 1.9から, 定理 1.9の仮定と BSD予想の下で,

pが L∗(E, 1)alg の分子を割る⇒ E[p] ⊂ A(E)ssp

という, 非 abel拡大Q(E[p])/Qにおける定理 1.4の類似と見れる主張が得られる. ここに, L∗(E, 1)alg

は L∗(E, 1)の有理数部分である.

次の章で述べる筆者の主結果は, この定理 1.9の部分的精密化を与える. 後に両者の関係性を述べ
るために, ここで定理 1.9の証明について簡単に述べる. 以下, Eの p等分体Q(E[p])を単にKと書く
ことにする.
定理 1.9の帰結 E[p] ⊂ A(E)ssp のためには, 群コホモロジーH1(GQ, E[p])の全素点不分岐な類の

成す部分群H1
ur(GQ, E[p])の非自明性が十分である. 一応H1

ur(GQ, E[p])の定義を紹介しておく. 素数
`に対し, `での惰性群を Iℓとかく. IℓはGQの部分群であり, H1(GQ, E[p])の元を Iℓに制限する写像

Resℓ : H
1(GQ, E[p]) → H1(Iℓ, E[p])

を考えることができる.

定義 1.11.
H1

ur(GQ, E[p]) :=
∩

ℓ:素数
Ker(Resℓ)

と定め, この群H1
ur(GQ, E[p])の元をH1(GQ, E[p])の全素点不分岐な類と呼ぶ.

この H1
ur(GQ, E[p])はイデアル類群 Cl(K)と密接に関係している. コホモロジー類を GQ から

Gal(Q̄/K)に制限する写像

Res : H1(GQ, E[p]) → HomGal(K/Q)(Gal(Q̄/K), E[p])

によるH1
ur(GQ, E[p])の像を考えると,

H1
ur(GQ, E[p])

Res−−→ HomGal(K/Q)(Gal(Kur/K), E[p]) (⊂ HomGal(K/Q)(Gal(Q̄/K), E[p]))
∼−→ HomGal(K/Q)(Cl(K), E[p]) (1.3)



となる. ここに, KurはK の最大不分岐 abel拡大であり, 2行目は類体論による同型Gal(Kur/K) ∼=
Cl(K)を用いた. (1.3)のHomの集合に非自明な射 f があれば, E[p]の既約性から f は全射になる. こ
の全射 f の存在から, E[p] ⊂ A(E)ssp が帰結される. ここで, 定理 1.9の仮定 (4)の下で Resは単射で
ある. 故に,

H1
ur(GQ, E[p]) 6= 0 ⇒ E[p] ⊂ A(E)ssp (1.4)

が従う.
[7]での定理 1.9の証明の流れは, Eの Selmer群 Sel(GQ, E[p]) (⊂ H1(GQ, E[p]))の次元が十分大

きければ (今の場合 2以上ならば), Selmer群の中に非自明なH1
ur(GQ, E[p])の元が存在することを示

し, (1.4)から定理の帰結を得るというものである.

2 主結果
この章で筆者の主結果を紹介する. まず, 問 1.8の次の精密化を考える.

問 2.1. M を Fp上の既約Gal(Q(E[p])/Q)加群とする. (1.2)の分解において, rM の値はいくつか?

筆者の主結果の一つ (系 2.4)は, E[p]が既約な Gal(Q(E[p])/Q)加群である状況で, M = E[p]の
場合の問 2.1に部分的な回答を与えるものである.

2.1 全素点不分岐な有理点
まず, 主結果を述べるために重要な概念を導入する.
素数 `に対し, Qℓを `進体, Qur

ℓ をQℓの最大不分岐拡大とする. Qℓは局所体と呼ばれる体の最も
基本的な例の一つだが, ここでは単に包含Q ⊂ Qℓ ⊂ Qur

ℓ があることをおさえていただければ良い. 以
下, 体 F をQ, Qℓ, またはQur

ℓ のいずれかとして,

E(F ) := {(X,Y ) ∈ F 2 | (X,Y )はE上の点 }

と定めEの F -有理点と呼ぶ. E(F )はE(Q̄)と同様に, 無限遠点Oと合わせて abel群となる.

定義 2.2. nを正の整数とし, E(Q)の部分群E(Q)ur,pn を

E(Q)ur,pn := Ker

E(Q)

∏
ℓ ιℓ−−−→

∏
ℓ:素数

E(Qur
ℓ )

pnE(Qur
ℓ )


で定める. ただし上の写像 ιℓ : E(Q) → E(Qur

ℓ )/pnE(Qur
ℓ )は, 包含写像 E(Q) → E(Qur

ℓ )とmod pn

写像E(Qur
ℓ ) → E(Qur

ℓ )/pnE(Qur
ℓ )の合成である. また, 非負整数 rur,pn(E)を

rur,pn(E) := lengthZp
(E(Q)ur,pn/p

nE(Q))

で定める.



この E(Q)ur,pn の元を E の全素点不分岐な有理点と呼ぶことにする. E(Q)ur,pn は E(Q)の元で
あって, 任意の素数 `で局所的に E(Qur

ℓ )の元と見たときに, その pn倍元となるような点のなす群で
ある. 非負整数 rur,pn(E)は, 全ての素数で局所的に pn倍点となる点の群E(Q)ur,pn と, E(Q)の pn倍
点のなす群 pnE(Q)の間の差を測る量である.
全素点不分岐な有理点の群 E(Q)ur,pn の最も大事な性質は, その元からH1

ur(GQ, E[pn])の元を作
れるということである. ここで, 前の節では n = 1の場合にしかH1

ur(GQ, E[p])の定義を紹介していな
いが, 一般の正の整数 nに対してもH1

ur(GQ, E[pn])は同様に定義される. Kummer写像

κn : E(Q)/pnE(Q) ↪→ H1(GQ, E[pn])

という, E の Q-有理点にH1(GQ, E[pn])の類を対応させる写像がある. この κnに関して, E(Q)ur,pn

の定義から直ちに

κn(E(Q)ur,pn/p
nE(Q)) ⊂ H1

ur(GQ, E[pn]) (2.1)

が成立する.
筆者の主結果の一つである定理 2.3では, Eの pn等分体Kn := Q(E[pn])のイデアル類群 Cl(Kn)

を考察する. 一般の正の整数 nについても (1.3)と同様に,

H1
ur(GQ, E[pn]) → HomGal(Kn/Q)(Cl(Kn), E[pn])

という, 比較的緩い条件 (定理 2.3の (Inj))の下で単射になる写像が存在する. 包含 (2.1)を考慮する
と, Cl(Kn)を調べる上でE(Q)ur,pn が重要になりそうな雰囲気がしてくる.

2.2 主結果
以下, E の pn等分体 Q(E[pn])を前節の最後と同様にKnとかく. 特に n = 1のときは, 単にK1

をK とかく. 次が本稿における筆者の一つ目の主結果である.

定理 2.3 (D). 次の 3つの条件を仮定する.

(Add) p = 3ならば, Eは 3以外の素数で悪還元かつ潜在的良還元をもたない.

(Mult) 素数 `に対し, vℓ(j(E)) < 0ならば, p ∤ vℓ(j(E))である. ここで vℓは `進付値で, j(E)はEの j

不変量である.

(Inj) H1(Gal(Kn/Q), E[pn]) = 0.

このとき, 次が成立する.

(A) E(Q)ur,pn = Ker
(
E(Q) → E(Qur

p )/pnE(Qur
p )

)
.

(B) lengthZp

(
HomGal(Kn/Q)(Cl(Kn), E[pn])

)
⩾ rur,pn(E).

主張 (A) は, 素数全てにわたる条件で定義されていた E(Q)ur,pn が, 定理 2.3 の条件 ((Add) と
(Mult))の下では, 固定した pでの条件だけから決まるということを述べている. また主張 (B)によっ
て, rur,pn(E)から Cl(Kn)の大きさを把握することができる.

n = 1でE[p]が既約な状況では, 定理 2.3はM = E[p]の場合の問 2.1に部分的な回答を与えるこ
とができる.



系 2.4 (D). n = 1とする. 定理 2.3の条件 (Add), (j-inv), (Inj)と, E[p]のGal(K/Q)加群としての
既約性を仮定する. このとき,

E[p]⊕rur,p(E) ⊂ A(E)ssp

が成立する.

つまり系 2.4の仮定の下では, A(E)pの半単純化 (1.2)における E[p]成分の重複度 rE[p]の下界と
して, rur,p(E)をとることができる. rur,p(E) > 1なる状況であれば, 系 2.4は定理 1.9よりも A(E)ssp
のE[p]成分について精密なことが帰結できることになる.

注意 2.5. [4, Theorem 1, Theorem 2]において, 定理 2.3の仮定 (Inj)が成立しない例が調べられてい
る. この結果から p ⩾ 13であれば, 任意の nとEに対して仮定 (Inj)は成立することがわかる. (Add)
と (Mult)もそこまで強い仮定ではない. (大雑把なことを言ってしまうと, pが十分大きければ満たさ
れる仮定である.)

定理 2.3のポイントは二点あると考えている. 一つは, 勿論E(Q)ur,pn の導入である. n = 1の場合
の定理 1.9の帰結 E[p] ⊂ A(E)ssp には, (1.4)で述べた通りH1

ur(GQ, E[p]) 6= 0が十分であった. これ
に対し, Prasadと Shekharは定理 1.9の証明で, Selmer群の次元が十分大きければH1

ur(GQ, E[p])に
非自明な元が存在することを示しただけで, 具体的にH1

ur(GQ, E[p])の類を構成したわけではない. 一
方, 定理 2.3では Kummer写像を通してH1

ur(GQ, E[p])の類を作る具体的な点の集合 E(Q)ur,pn を導
入した. このことは, 定理 1.9の帰結の精密化のみならず, いくつかの場合に定理の適応範囲の改良も
可能にしている. (例 2.8, 注意 2.9参照).
二つ目のポイントは主張 (A)において, 比較的緩い条件 (Add), (Mult)の下で, E(Q)ur,pn の考察

を素数 pにおけるE(Q)の考察へ帰着させている点である. これは後に紹介するように, 具体的な状況
で定理 2.3や系 2.4を適用するときに, rur,p(E)を計算するのに重要となる.

2.3 系 2.4の適用方法, 適用例
本稿の最後に, 系 2.4の適用方法とその適用例を紹介する. 系 2.4を用いて, A(E)ssp のE[p]成分を

考察するには, rur,p(E) = dimFp(E(Q)ur,p/pE(Q))の計算が重要である. 定理 2.3の主張 (A)による
と, 仮定 (Add), (Mult)の下では

E(Q)ur,p = Ker(E(Q) → E(Qur
p )/pE(Qur

p ))

となるのであった.
ここで点 P ∈ E(Q)について, いつ P ∈ Ker(E(Q) → E(Qp)/pE(Qp))となるかを考える. このと

き, 特に P ∈ E(Q)ur,pである.

補題 2.6. Eの定義方程式が pでminimalであるとする. Eに付随する形式群を Êで表し, Êの対数
を logÊ とかく. E1(Qp)で法 p還元E(Qp)

mod p−−−−→ E(Fp)の核を表すものとする. このとき, 群の同型

E1(Qp)
∼−→ pZp (X,Y ) 7→ logÊ(−X/Y )

が存在する.



証明は [9, Chapter VII, Proposition 2.2]参照. 対数 logÊ については説明しないが,

logÊ(−X/Y ) ∈ p2Zp ⇐⇒ −X/Y ∈ p2Zp

が成立する [9, Chapter VII, Theorem 6.4 (b)]. 故に, この補題から点 P (X,Y )がE1(Qp)に属してい
れば, 単に−X/Y の値を求め, その値 (の分子)が p2で割れていれば, P ∈ pE1(Qp) ⊂ pE(Qp)がわか
る. 点 P (X,Y )がE1(Qp)に属しているかどうかも簡単に判定でき, 実際 vp(X) < 0であれば良い. こ
こで vpは p進付値であり, x ∈ Qを x = pk · c

d (k ∈ Z, p ∤ c, d)と表したとき, vp(x) = kである.
まとめると, 次が得られたことになる.

命題 2.7. 定理 2.3の仮定 (Add), (Mult)が満たされていて, Eの定義方程式が pでminimalであると
する. P (X,Y ) ∈ E(Q)について,

vp(X) < 0かつ vp(X/Y ) ⩾ 2 ⇒ P ∈ E(Q)ur,p.

このことを用いて得られる例を二つ紹介する.

例 2.8. E を方程式 y2 = x3 − 432x + 15120で定義される楕円曲線とする. p = 13として, 系 2.4を
Eに適用することで

E[13] ⊂ A(E)ss13 (2.2)

が証明できる.

系 2.4の仮定が満たされることをまず確認する. Eはデータベース [5]において 43.a1とラベリン
グされている楕円曲線である. [5]によると, j(E) = 212 · 43−1で定理 2.3の仮定 (j-inv)は満たされて
いる. 注意 2.5から, 仮定 (Inj)も満たされている. E[13]の既約性も, [5]でチェックできる.

[5] によると, 群 E(Q) は S := (0, 0) によって生成され, Z と同型であることがわかる. 特に
S /∈ 13E(Q)である. 点 Sの 19倍を計算すると,

19S =

(
−23 · 32 · 5 · 11 · 59 · 61 · 107

136 · 372
,
34 · 112 · 17 · 592 · 173 · 211

139 · 373

)
.

となる. 故に点 19Sは命題 2.7の点P の条件を満たしており, 19S ∈ E(Q)ur,13である (Eの定義方程式
が 13でminimalであることもチェックできる). 19S /∈ 13E(Q)であるから, 19SのE(Q)ur,13/13E(Q)

のにおける像は非自明である. よって rur,13(E) > 0であり, 系 2.4から包含 (2.2)が得られる.

注意 2.9. [5]によると, BSD予想のもとではあるがEのTate-Shafarevich群は自明であることがわか
り, dimF13(Sel(GQ, E[13])) = 1である. この場合, 定理 1.9は使えないことに注意する. この例のよう
に, 定理 2.3で E(Q)ur,pを具体的に調べることによって, dimFp(Sel(GQ, E[p])) ⩽ 1であっても (2.1)
からH1

ur(GQ, E[p]) 6= 0であることがわかり, (1.4)から包含E[p] ⊂ A(E)ssp が得られる場合がある.

例 2.10. Eを方程式 y2 = x3 − 2401x+ 1で定義される楕円曲線とする. p = 7として, 系 2.4をEに
適用することで

E[7]⊕3 ⊂ A(E)ss7 (2.3)

が証明できる.



注意 2.11. 上の E は, [2]で扱われた二つのパラメーターm,n ∈ Zで定まる楕円曲線の族を, m =

49, n = 1に特殊化したものである. Eには S := (0, 1), T := (−49, 1), U := (−1, 49)というQ-有理点
があることがわかるが, これらが Z上一次独立であり, E(Q)の基底に延長できることが [2, Theorem
1.1 (2)]で証明されている. 特に, S, T, U /∈ 7E(Q)がわかる.

系 2.4の仮定が満たされることをまず確認する. j(E) = 28 · 33 · 712/1069 · 51791533より, 定理
2.3の仮定 (j-inv)は満たされている. [4, Theorem 1.1]より, (Inj)も満たされていることがわかる.
SageMathを用いた計算によって, E[7]が既約Gal(Q(E[p])/Q)-加群であることも確かめられる.
注意 2.11の点 S, T, U ∈ E(Q)について,

3S =

(
−23 · 79 · 199 · 367 · 2399

716
,
37 · 4691 · 19523423 · 169609859

724

)
,

3T =

(
52 · 13 · 53 · 181 · 1777 · 73483

22 · 74 · 672 · 439
,
29 · 31 · 6151 · 12992635846499

23 · 76 · 673 · 4393

)
,

2U =

(
32 · 139 · 1153

74
,
5 · 345311039

76

)
が計算でき, 3点 3S, 3T, 2U は全て命題 2.7の点 P の条件を満たしている (E の定義方程式が 7で
minimalであることもチェックできる). 故に, 3S, 3T, 2U ∈ E(Q)ur,7である. 注意 2.11で述べたこと
から, 3S, 3T, 2U の E(Q)ur,7/7E(Q)における像はそれぞれ非自明で, かつそれらは F7上一次独立で
あることがわかる. よって rur,7(E) ⩾ 3であることがわかり, 系 2.4から包含 (2.3)が得られる.
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