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概要
超幾何関数は重要な特殊関数の一つであり，微分方程式や積分表示の面で様々な結果が知ら
れている．本研究では，q-middle convolution に関連する q 積分変換を再構成し，q-middle

convolution の収束について考察した．具体的な q 差分方程式に q-middle convolution を適用
することにより，q 超幾何方程式の標準形と次数 2の変異版 q 超幾何方程式を導出した．またこ
れらの q 積分表示を得た．
本研究は竹村剛一教授との共同研究 ([2])である．

1 導入
超幾何関数は重要な特殊関数の一つであり，整数論をはじめとする様々な分野との関わりをもち，

数学のみならず物理学や工学においても重要な役割を担っている．
超幾何関数は，冪級数展開，積分表示，微分方程式という 3通りの表示をもつ．超幾何級数は
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ただし (λ)n = λ(λ+ 1) . . . (λ+ n− 1)

により定義され，超幾何微分方程式
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の解である．超幾何微分方程式は，3つの確定特異点 {0, 1,∞}をもつ 2階の Fuchs型微分方程式の
標準形である．超幾何微分方程式の解の積分表示は，C を適当な積分路として

y =

∫
C

wα−γ(1− w)γ−β−1(z − w)−αdw (1.3)

と書くことができる． (1.3)は Eulerの積分表示と呼ばれる．
超幾何級数の q 類似である q 超幾何級数
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は Heineにより 1846年に導入された．ここで，(λ; q)n は (λ; q)0 = 1，また正の整数 nに対して

(λ; q)n = (1− λ)(1− λq)(1− λq2) . . . (1− λqn−1) (1.5)



により定義される q-Pochhammer 記号である．q 類似とは，「パラメーター q によって変
形されたもので，q → 1 の極限でもとに戻るもの」である．実際，q 超幾何級数の各項
zn(qα; q)n(q

β ; q)n/((q; q)n(q
γ ; q)n)は q → 1で超幾何級数 (1.1)の項 zn(α)n(β)n/(n!(γ)n)に収束

する．q 超幾何級数は q 差分方程式

(x− q)f(x/q)− ((qα + qβ)x− q − qγ)f(x) + (qα+βx− qγ)f(qx) = 0 (1.6)

を満たす．この q 差分方程式は q → 1で超幾何微分方程式 (1.2)となる．
次数 2の変異版 q 超幾何方程式 ([5])は

(x− qh1+1/2t1)(x− qh2+1/2t2)g(x/q) + qk1+k2(x− ql1−1/2t1)(x− ql2−1/2t2)g(qx) (1.7)

− [(qk1 + qk2)x2 + Ex+ p(q1/2 + q−1/2)t1t2]g(x) = 0,

p = q(h1+h2+l1+l2+k1+k2)/2, E = −p{(q−h2 + q−l2)t1 + (q−h1 + q−l1)t2}

により定義される（ただし，0 6= t1 6= t2 6= 0）．これは 3つの特異点 {t1, t2,∞}をもつ 2階の Fuchs

型微分方程式の q 類似である．次数 2の変異版 q 超幾何方程式の解は [5, 7]においていくつか得られ
ている．
middle convolutionは Katz([6])によって導入された操作であり，この Katzの理論により，任意

の rigidな既約 Fuchs型微分方程式は 1階の Fuchs型微分方程式に additionと middle convolution

を有限回施すことにより得られることが示された．後に，Dettweilerと Reiter([3, 4])が Katzの理
論を

d

dx
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x− tr

)
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と書かれる Fuchs型微分方程式系に対して線形代数的に書き直し，それによって上述の理論がよりわ
かりやすいものになった．ここで，Y (x)は n項ベクトル，A1, A2, . . . , Ar は n×n定数行列である．
関数 Y (x) = xa(1− x)b は 1階の線形微分方程式 dY (x)/dx = {a/x+ b/(x− 1)}Y (x)を満たす．
この微分方程式に middle convolutionを施すと， (1.8)で r = 2, n = 2とした微分方程式系が得ら
れる．Y (x)の 2つの成分それぞれに関する単独の 2階 q 差分方程式を導出すると，それらは適当な
パラメーターをもつ q 超幾何方程式となる．積分表示 (1.3)は，middle convolutionに付随する解の
対応として得られる．
middle convolution の q 変形は坂井, 山口両氏によって構築された ([8])．q-middle convolution

の対象となるのは，線形 q 差分方程式系

EB,b : Y (qx) = B(x)Y (x), B(x) = B∞ +

N∑
i=1

Bi

1− x/bi
(1.9)

である．B∞, B1, . . . , BN は同じサイズの正方行列，b1, b2, . . . , bN は相異なる 0 でない複素数であ
る．坂井・山口の q-convolution([8])は Jackson積分∫ ∞

0

f(s) dqs = (1− q)

∞∑
n=−∞

qnf(qn) (1.10)

と関連している．



本講演では，q-middle convolutionを用いることによって，q 超幾何方程式および変異版 q 超幾何
方程式の解の積分表示の q 変形について調べる．この目的のため，坂井・山口の理論を拡張する．坂
井・山口の理論における Jackson積分 (1.10)を∫ ξ∞

0

f(s) dqs = (1− q)
∞∑

n=−∞
qnξf(qnξ), (ξ ∈ C \ {0}) (1.11)

に書き換える．これは青本氏の理論 ([1]) を踏まえたもので，坂井・山口の Jackson 積分 (1.10) は
ξ = 1の場合であると考えることができる．
複素数 q は 0 < |q| < 1を満たすものとして，次の記号を用いる．

(a; q)∞ =

∞∏
j=0

(1− qja), (a1, a2, . . . , aN ; q)∞ = (a1; q)∞(a2; q)∞ . . . (aN ; q)∞. (1.12)

2 q-middle convolution と収束
定義 2.1. (q−convolution[8])
B = (B∞;B1, . . . , BN )をm×m行列の組，(b1, b2, . . . , bN )を 0でない相異なる複素数の組とする．
B0 = Im−B∞−B1−· · ·−BN とする．q-convolution cλ : (B∞;B1, . . . , BN ) 7→ (F∞;F1, . . . , FN )

を次のように定義する．

F = (F∞;F1, . . . , FN ) は (N + 1)m× (N + 1)m 行列の組， (2.1)

Fi =

 O

B0 · · · Bi − (1− qλ)Im · · · BN

O

 (i+ 1), 1 ≤ i ≤ N,

F∞ = I(N+1)m − F̂ , F̂ =


B0 · · · BN

...
. . .

...

B0 · · · BN

 .

定義 2.1の q-convolutionにより，線形 q 差分方程式の対応

Y (qx) = B(x)Y (x) 7→ Ŷ (qx) = F (x)Ŷ (x), (2.2)

B(x) = B∞ +

N∑
i=1

Bi

1− x/bi
, F (x) = F∞ +

N∑
i=1

Fi

1− x/bi

が引き起こされ，これは坂井・山口 ([8])によって構成された q 積分変換と関連する．Jackson積分
を (1.11) で定義すると，この Jackson積分の値は ξ に依存する．
坂井・山口の q-convolutionに付随する q 積分表示の定理に収束条件を加えて書き直したものが次

の定理である．

定理 2.2. (cf. [8, Theorem 2.1])

Y (x) は EB,b の解であって， 任意の s ∈ {qnξ|n ≥ M1, n ∈ Z} と k = 1, . . . ,m に対して



|[Y (s)]k| ≤ C1|s|ε1 となる ε1, C1 ∈ R>0 ，M1 ∈ Zが存在し，また，任意の s ∈ {qnξ|n ≤M2, n ∈ Z},
k = 1, . . . ,mに対して |[Y (s)]k| ≤ C2|s|λ−ε2 となる ε2, C2 ∈ R>0，M2 ∈ Zが存在するものとする．
このとき

Ŷi(x) =

∫ ξ∞

0

Pλ(x, s)

s− bi
Y (s) dqs (i = 0, . . . , N), Ŷ (x) =

 Ŷ0(x)
...

ŶN (x)

 , (2.3)

Pλ(x, s) =
(qλ+1s/x; q)∞
(qs/x; q)∞

で定められる関数 Ŷ (x)は収束し，方程式 Ecλ(B),b を満たす．ただし，cλ(B) = Fは (2.1)によっ
て定められた行列の組である．

定義 2.3. (q−middle convolution, [8])
(Cm)N+1 の部分空間 K，Lを

K =

kerB0

...
kerBN

 , L = ker(F̂ − (1− qλ)I(N+1)m) (2.4)

と定義する．K，L は F -不変である．Fk の商空間 (Cm)N+1/(K + L) での作用を F k

(k = ∞, 1, . . . , N) と記す．このとき q-middle convolution mcλ は EB,b 7→ EF,b，F =

(F∞;F 1, . . . , FN )という対応によって定義される．

q-convolutionに付随する積分変換を用いることによって，q-middle convolution mcλ についても
解の積分変換を得られるが，その際，商空間 K + L ⊂ (Cm)N+1 を考慮する必要がある．

3 q 超幾何方程式の q 積分表示
本章では，関数 y(x) = xµ(αx; q)∞/(βx; q)∞ に対して q-convolutionを適用することによって q

超幾何方程式を導出する．αと β は異なるものとする．

y(qx) = (qx)µ
(αqx; q)∞
(βqx; q)∞

= qµ
1− βx

1− αx
y(x) =

(
qµ
β

α
+
qµ(1− β/α)

1− αx

)
y(x) (3.1)

より，関数 y(x)は線形 q 差分方程式 y(qx) = B(x)y(x),

B(x) = B∞ +
B1

1− x/b1
, B∞ = qµ

β

α
, B1 = qµ

(
1− β

α

)
, b1 =

1

α
(3.2)

を満たす．このとき B0 = 1−B∞ −B1 = 1− qµ．q-convolution cλ を施すと，行列の組 cλ(B) =

F = (F1, F∞)は

F1 =

(
0 0
B0 B1 − (1− qλ)

)
=

(
0 0

1− qµ qµ(1− β/α)− 1 + qλ

)
, (3.3)

F∞ =

(
1−B0 −B1

−B0 1−B1

)
=

(
qµ −qµ(1− β/α)

−(1− qµ) 1− qµ(1− β/α)

)



と書ける．よって，方程式 EF,b は

Ŷ (qx) =
(
F∞ +

F1

1− αx

)
Ŷ (x) =

 qµ −qµ(1− β/α)
(1− qµ)αx

1− αx

(−α+ (α− β)qµ)x+ qλ

1− αx

 Ŷ (x) (3.4)

と書ける．Ŷ (x) =

(
ŷ0(x)

ŷ1(x)

)
とおくと，ŷ0(x)に関する単独の 2階 q 差分方程式

(x− qλ+1β−1)ŷ0(x/q) + q−µβ−1(αx− q)ŷ0(qx) (3.5)

− {(q−µαβ−1 + 1)x− qβ−1(1 + qλ−µ)}ŷ0(x) = 0

を得る．ŷ0(x) = xλh(x)とおいてパラメーターの取り方を特殊化すると，関数 h(x)が満たす q差分
方程式は，q 超幾何方程式の標準形

(x− q)g(x/q) + (abx− c)g(qx)− {(a+ b)x− q − c}g(x) = 0 (3.6)

に対応することがわかる．同様に，ŷ1(x) に関する q 差分方程式も q 超幾何方程式の標準形に対応
する．
定理 2.2の仮定を調べることにより，次の命題 3.1を得る．

命題 3.1. ξ, α1, . . . , αN , β1, . . . , βN ∈ C \ {0}，β1ξ, . . . , βNξ 6∈ qZ とする．

y(s) = sµ
(α1s, . . . , αNs; q)∞
(β1s, . . . , βNs; q)∞

(3.7)

とおく．
(i) µ > 0ならば，任意の s ∈ {qnξ|n ≥ M1, n ∈ Z}に対して |y(s)| ≤ C1|s|ε となる ε, C1 ∈ R>0，
M1 ∈ Zが存在する．
(ii) ν ∈ Rとする．|q|ν−µ|α1 . . . αN/(β1 . . . βN )| < 1ならば，任意の s ∈ {qnξ|n ≤ M2, n ∈ Z}に
対して |y(s)| ≤ C2|s|ν−ε となる ε, C2 ∈ R>0，M2 ∈ Zが存在する．

上述の y(x) = xµ(αx; q)∞/(βx; q)∞ に対して q-convolution を適用した例については，命題 3.1

において N = 1，ν = λとすることで定理 2.2の仮定が満たされる．よって，次の定理を得る．

定理 3.2. ξ, α, β ∈ C \ {0}，βξ 6∈ qZ とする．µ > 0かつ |q|λ−µ|α/β| < 1ならば，

Ŷ (x) =

(
ŷ0(x)
ŷ1(x)

)
, (3.8)

ŷ0(x) =

∫ ξ∞

0

Pλ(x, s)

s
sµ

(αs; q)∞
(βs; q)∞

dqs, ŷ1(x) =

∫ ξ∞

0

Pλ(x, s)

s− 1/α
sµ

(αs; q)∞
(βs; q)∞

dqs

で定義される関数 Ŷ (x)は収束し，かつ方程式 EF,b(3.4)を満たす．

関数 ŷ0(x)は

ŷ0(x) =

∫ ξ∞

0

sµ−1 (q
λ+1s/x, αs; q)∞
(qs/x, βs; q)∞

dqs = (1− q)

∞∑
n=−∞

(qnξ)µ
(qλ+n+1ξ/x, qnξα; q)∞
(qn+1ξ/x, qnξβ; q)∞

(3.9)



と表される．これは 2ψ2 という形の両側 q 超幾何級数である．ξ に特定の値を代入すると，片側の q

超幾何級数が得られる．ξ = 1/αとすれば, n ∈ Z≤0 に対して (qn; q)∞ = 0となることから，

ŷ0(x) = (1− q)

∞∑
n=1

(qn/α)µ
(qλ+n+1/(αx), qn; q)∞
(qn+1/(αx), qnβ/α; q)∞

(3.10)

= (1− q)α−µqµ
(qλ+2/(αx), q; q)∞
(q2/(αx), qβ/α; q)∞

2ϕ1

( q2/(αx), qβ/α
qλ+2/(αx)

; q, qµ
)

となる．ξ = q−λxのときも ŷ0(x)は 2ϕ1 を用いて表すことができる．これらの場合，定理 2.2の仮
定は条件 µ > 0のみによって満たされる．
ξ = 1/β とすると，定理 3.2の仮定に反する．そこで関数 Pλ(x, s)，y(s)を

Pλ(x, s) = (x/s)λ
(x/s; q)∞

(q−λx/s; q)∞
, y(s) = sµ

′ (q/(βs); q)∞
(q/(αs); q)∞

, (ただし qµ
′
α/β = qµ) (3.11)

に取り替える．この Pλ(x, s)，y(x)も元の関数と同じ q 差分方程式を満たす．q-convolutionによっ
て得られた関数 ŷ0(x)は

ŷ0(x) = (1− q)xλ
∞∑

n=−∞
(qnξ)µ

′−λ (xq−n/ξ, q1−n/(βξ); q)∞
(xq−λ−n/ξ, q1−n/(αξ); q)∞

(3.12)

と表され，これもまた収束条件の下で方程式 (3.5)を満たす．ξ = 1/β ならば，

ŷ0(x) = (1− q)βλ−µ′
xλ

(βx, q; q)∞
(q−λβx, qβ/α; q)∞

2ϕ1

(
q−λβx, qβ/α

βx
; q, qλ−µα

β

)
. (3.13)

ξ = x も (3.9) に代入できないので同様の計算をすると，ŷ0(x) は 2ϕ1 を用いて表すことができる．
これらの ŷ0(x)は |q|λ−µ|α/β| < 1で収束する．

4 変異版 q 超幾何方程式の q 積分表示
本章では，q-middle convolution によって次数 2 の変異版 q 超幾何方程式 (1.7) を導出する．

q-middle convolutionは定義 2.3において，不変な部分空間 K，Lで商空間をとることによって定め
られている．部分空間 K，Lのどちらか一方は 0でないという条件の下で，N = 2の場合を調べる．
α1, α2, β1, β2 は相異なるものとし，

y(x) = xµ
(α1x, α2x; q)∞
(β1x, β2x; q)∞

(4.1)

とする．関数 y(x)は線形 q 差分方程式 y(qx) = B(x)y(x),

B(x) = B∞ +
B1

1− x/b1
+

B2

1− x/b2
, b1 =

1

α1
, b2 =

1

α2
, (4.2)

B∞ = qµ
β1β2
α1α2

, B1 = qµ
(α1 − β1)(α1 − β2)

α1(α1 − α2)
, B2 = qµ

(α2 − β1)(α2 − β2)

α2(α2 − α1)

を満たす．B0 = 1−B∞ −B1 −B2 = 1− qµ．q-convolution cλ 後の q 差分方程式 EF,b は

Ŷ (qx) =
(
F∞ +

F1

1− α1x
+

F2

1− α2x

)
Ŷ (x), Ŷ (x) =

ŷ0(x)ŷ1(x)
ŷ2(x)

 . (4.3)



定義 2.3での部分空間 K，Lの定義より，µ = 0ならば dimK = 1，qλ = qµβ1β2/(α1α2)ならば
dimL = 1となる．
本講演では，qλ = qµβ1β2/(α1α2)の場合について考察する．qλ = qµβ1β2/(α1α2)ならば，部分

空間 L = ker(F̂ − (1− qλ)I3)の基底として t(1, 1, 1)がとれ，dim L = 1．正則行列

P =

0 0 1
1 0 1
0 1 1

 (4.4)

をとる．P の第 3列には Lの基底としてとった t(1, 1, 1)が，第 1列および第 2列には計算が簡単に
なるよう単位ベクトルが入っている．P で F1，F2，F∞ を相似変換すると，

P−1F1P =

B1 − (1− qλ) B2 0
0 0 0
0 0 0

 , P−1F2P =

 0 0 0
B1 B2 − (1− qλ) 0
0 0 0

 , (4.5)

P−1F∞P =

 1 0 0
0 1 0

−B1 −B2 1−B0 −B1 −B2

 .

P−1F∞P , P
−1F1P , P

−1F2P の左上の 2× 2小行列は，商空間 C3/Lでの 1組の表現行列に対応す
る．こうして，mcλ(B) = F = (F∞;F 1, F 2)は

F 1 =

(
B1 − (1− qλ) B2

0 0

)
, F 2 =

(
0 0
B1 B2 − (1− qλ)

)
, F∞ =

(
1 0
0 1

)
(4.6)

ととれ，方程式 EF,b は(
ḡ1(qx)
ḡ2(qx)

)
=
(
F∞ +

F 1

1− α1x
+

F 2

1− α2x

)(ḡ1(x)
ḡ2(x)

)
(4.7)

と書ける．これより，ḡ1(x)に関する q 差分方程式は(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ1(x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ1(qx) (4.8)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

) qµ+2

α1α2

}
ḡ1(x) = 0

と書ける．x = 1/z，ḡ1(x) = xµf(1/x)とすると，

(z − α1)
(
z − α2

q

)
f(z/q) +

β1β2
α1α2

(
z − q−µ−1α1α2

β1

)(
z − q−µ−1α1α2

β2

)
f(qz) (4.9)

−
{(

1 +
β1β2
α1α2

)
z2 − (q−1(β1 + β2) + q−µα1 + q−µ−1α2)z + q−µ−2(q + 1)α1α2

}
f(z) = 0

となる．この方程式は，次数 2の変異版 q 超幾何方程式 (1.7) において k1 = 0とした特別な場合で
あるが，g(z) = z−k1f(z)とおくことによって，(4.9)は (1.7)に対応する．

命題 4.1. f(z)は方程式 (4.9)を満たすものとする．g(x) = x−k1f(x)，

α1 = qh1+1/2t1, α2 = qh2+3/2t2, (4.10)

β1 = q(h1+h2+l1−l2−k1+k2)/2+1t1, β2 = q(h1+h2−l1+l2−k1+k2)/2+1t2　



とおく．すると，g(x)は次数 2の変異版 q 超幾何方程式 (1.7)を満たす．ただし，λ = (h1 + h2 −
l1 − l2 − k1 + k2 + 1)/2．

q-middle convolution によって得られる q 積分表示の収束と q 積分表示が満たす実際の q 差分方
程式について考察する．関数

ŷ
[K,L]
i (x) = (1− q)

L∑
n=K

sµ+1Pλ(x, s)

s− bi

(α1s, α2s; q)∞
(β1s, β2s; q)∞

|s=qnξ, (i = 0, 1, 2), (4.11)

b0 = 0, b1 = 1/α1, b2 = 1/α2

を考える．Pλ(x, s)の定義と行列 P による相似変換から，関数 ḡ
[K,L]
1 (x)が満たす非斉次項を含む q

差分方程式(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ
[K,L]
1 (x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ
[K,L]
1 (qx) (4.12)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

)
qµ+2

α1α2

}
ḡ
[K,L]
1 (x)

+
q2(1− q)

α1α2

{(
α2

q
x− qλ

)
Q[K,L](x/q) +

(
1− α2

q
x

)
Q[K,L](x)

}
= 0,　

Q[K,L](x) = Pλ(x, q
K−1ξ)y(qKξ)− Pλ(x, q

Lξ)y(qL+1ξ)

が得られ，非斉次項は

q2(1− q)(1− qλ)

α1α2

(
(qKξ)µ

(qλ+K+1ξ/x, qKξα1, q
K−1ξα2; q)∞

(qKξ/x, qKξβ1, qKξβ2; q)∞
(4.13)

− (qL+1ξ)µ
(qλ+L+2ξ/x, qL+1ξα1, q

Lξα2; q)∞
(qL+1ξ/x, qL+1ξβ1, qL+1ξβ2; q)∞

)
と計算できる．
ḡ
[K,L]
1 (x)は P による相似変換より

ḡ
[K,L]
1 (x) = −ŷ[K,L]

0 (x) + ŷ
[K,L]
1 (x) (4.14)

= (q − 1)

L∑
n=K

cn, cn = (qnξ)µ
(qλ+n+1ξ/x, qn+1ξα1, q

nξα2; q)∞
(qn+1ξ/x, qnξβ1, qnξβ2; q)∞

と書け，これから，µ > 0 ならば ḡ
[K,L]
1 (x) は K → −∞，L → +∞ で収束することがわかる．

よって，

ḡ1(x) = lim
K→−∞
L→+∞

ḡ
[K,L]
1 (x) = (q − 1)

+∞∑
n=−∞

(qnξ)µ
(qλ+n+1ξ/x, qn+1ξα1, q

nξα2; q)∞
(qn+1ξ/x, qnξβ1, qnξβ2; q)∞

(4.15)

と書ける．
非斉次項 (4.13) の K → −∞，L → +∞ での極限について調べる．µ > 0，ϑq(x) =



(x, q/x, q; q)∞，qλ = qµβ1β2/(α1α2)より

lim
L→+∞

(qL+1ξ)µ
(qλ+L+2ξ/x, qL+1ξα1, q

Lξα2; q)∞
(qL+1ξ/x, qL+1ξβ1, qL+1ξβ2; q)∞

= 0, (4.16)

lim
K→−∞

(qKξ)µ
(qλ+K+1ξ/x, qKξα1, q

K−1ξα2; q)∞
(qKξ/x, qKξβ1, qKξβ2; q)∞

= ξµ
ϑq(q

λ+1ξ/x)ϑq(ξα1)ϑq(q
−1ξα2)

ϑq(ξ/x)ϑq(ξβ1)ϑq(ξβ2)
. (4.17)

命題 4.2. µ > 0ならば，関数 ḡ1(x)(4.15)は(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ1(x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ1(qx) (4.18)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

)
qµ+2

α1α2

}
ḡ1(x)

+
q2(1− q)(1− qλ)

α1α2
ξµ
ϑq(q

λ+1ξ/x)ϑq(ξα1)ϑq(q
−1ξα2)

ϑq(ξ/x)ϑq(ξβ1)ϑq(ξβ2)
= 0　

を満たす．ただし，qλ = qµβ1β2/(α1α2)．

(4.18)は (4.8)の非斉次方程式への拡張である．

命題 4.3. ξ = 1/α1 のとき

ḡ1(x) = (q − 1)α−µ
1

(qλ+1/(α1x), q, α2/α1; q)∞
(q/(α1x), β1/α1, β2/α1; q)∞

(4.19)

·3ϕ2
(
q/(α1x), β1/α1, β2/α1

qλ+1/(α1x), α2/α1
; q, qµ

)
.

ξ = 1/α2，ξ = q−λx のときも，ḡ1(x) は 3ϕ2 を用いて表すことができる．ξ がこれらの値のとき，
非斉次項 (4.13)は消える．従って，これら 3つの ḡ1(x)は斉次の q 差分方程式 (4.8)を満たす．

ξ = 1/β1, ξ = 1/β2，ξ = xの場合については，qµ′
α1α2/(β1β2) = qµ，すなわち qµ

′
= qλ という

条件で関数 Pλ(x, s)，y(x)を

Pλ(x, s) = (x/s)λ
(x/s; q)∞

(q−λx/s; q)∞
, y(x) = xµ

′ (q/(β1x), q/(β2x); q)∞
(q/(α1x), q/(α2x); q)∞

(4.20)

に取り替えて考える．

命題 4.4. ξ = 1/β1 のとき

ḡ1(x) =
(1− q)β1

α1
xλ

(β1x, q, qβ1/β2; q)∞
(q−λxβ1, β1/α1, qβ1/α2; q)∞

(4.21)

·3ϕ2
(
q−λβ1x, β1/α1, qβ1/α2

β1x, qβ1/β2
; q, q

)
.

ξ = 1/β2，ξ = xのときも，ḡ1(x)は 3ϕ2 を用いて表すことができる．これら 3つの ḡ1(x)は非斉次



の q 差分方程式(
x− qµ+1β1

α1α2

)(
x− qµ+1β2

α1α2

)
ḡ1(x/q) + q

(
x− 1

α1

)(
x− q

α2

)
ḡ1(qx) (4.22)

−
{
(1 + q)x2 −

(
qµ+1 β1 + β2

α1α2
+

q

α1
+
q2

α2

)
x+

(
1 +

β1β2
α1α2

)
qµ+2

α1α2

}
ḡ1(x)

+
q(1− q)(1− qλ)

α1
xλ+1 = 0

を満たす．
また，これら 3つの解の差は斉次の q 差分方程式 (4.8)を満たす．
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