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概要
一葉双曲面上に定義されたカンドルの構造と、それに関係した結び目の不変量 “longitudinal map”につ
いて述べる。

1 結び目理論の概説
この節では、結び目理論の目的と必要な概念の紹介を行う。まず、結び目の定義を行う。

定義 1.1（結び目とその射影図） 結び目とは、滑らかな埋め込み S1 ↪→ S3 のことである。これを平面に射
影し、上下交差を明示したものを射影図という。射影図は、弧 (arc)と交点 (crossing)により構成されている。
図 1も参照。

結び目理論では、結び目全体の集合に適当な同値関係を入れる。文献や目的によって、考える同値関係は微
妙に異なるので、ここでは述べない。以上を踏まえると、結び目理論の目的を述べることが出来る。
結び目理論の目的� �
結び目を、同値なものを除いて全て分類する。� �
特に、結び目を分類する際は、「不変量」と呼ばれる結び目が同値であるための必要条件を構成して調べるこ
とが多い。
これ以降は、この文献を読む際に必要な用語の解説なので、飛ばしてしまっても構わない。
結び目そのものを考えることは難しいので、結び目の補空間を考えることが多い。

図 1 結び目の射影図の例
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図 2 赤色の線がメリディアン、青色の線がロンジチュード。

定義 1.2（結び目の補空間） 結び目K : S1 ↪→ S3 の像と円盤 D の積を考え、その内部 int(ImK ×D)を取
り除いたものを結び目の補空間といい、S3 \K と書く。つまり

S3 \K = S3 \ int(ImK ×D)

である。これは 3次元多様体の構造を自然に持つ。

定義 1.3（結び目群） K を結び目とする。K の補空間*1の基本群

πK = π1(S
3 \K)

をK の結び目群という。

定義 1.4（結び目群のメリディアンとロンジチュード） Kを結び目とする。結び目の補空間の境界 ∂(S3\K)

は 2次元トーラス S1 × S1 に同相である。この事実から、境界 ∂(S3 \K)からメリディアン (経線)とロンジ
チュード (緯線)(図 2 参照) に相当するループを考えることが出来る。結び目群の元において、メリディアン
m ∈ πK とロンジチュード l ∈ πK を境界のメリディアンとロンジチュードに相当するループから得られる元
とする。

2 カンドルを用いて結び目理論を研究する理由
カンドルは、1982年に Joyce[6]とMatveev[8]のよって独立に定義された代数系である。この節では、カン
ドルを用いて結び目理論の研究を行う理由を述べる。
カンドルを用いて結び目理論の研究を行うのは、ほぼ完全な結び目の不変量が構成されているからである：
結び目K に対して、Joyce[6]とMatveev[8]は独立に現在「結び目カンドル」や「基本カンドル」と呼ばれて
いる結び目の不変量 QK を構成した。結び目カンドル QK に対して、次の性質が知られている。

定理 2.1（Joyce[6], Matveev[8]） K1,K2 を向きづけられた結び目とする。このとき、QK1 と QK2 がカン
ドルとして同型であることは、K1 が K2 または K2 の向き付けを逆にして鏡像を取った結び目 (−K2)

∗ と
ambient isotopicであることと同値である。

一般的には、カンドルを用いて結び目を調べることで、未知の不変量を構成することが出来るのではないか、
と期待されている。著者個人としては、様々な分野の知見を取り込んで構成されている結び目理論をカンドル
を用いて統一的に記述しなおすことが出来るのではないか、と期待している。

*1 定義 1.2参照。



3 カンドルの概説
この節では、この文献を読む際に必要なカンドルに関する概念を述べる。詳細に関しては、野坂 [9]や鎌田

[7]を参照されたい。
まず、カンドルの定義を述べる。

定義 3.1（カンドル [6, 8]） カンドル (quandle) とは空でない集合 X と二項演算 . : X × X → X の組
(X, .)で次の Q1～Q3の条件を満たすものである：

Q1 （冪等性）任意の x ∈ X に対して x . x = xが成り立つ。
Q2 （逆元）任意の x, y ∈ X に対して x = z . y を満たす z ∈ X が一意に存在する。
Q3 （自己分配性）任意の x, y, z ∈ X に対して (x . y) . z = (x . z) . (y . z)が成り立つ。

定義 3.1における条件 Q1～Q3は、それぞれ Reidemister移動 I～IIIと呼ばれる、結び目の射影図に対する
操作に対応していることが知られている。
いくつかカンドルの例を挙げておこう。

例 3.2（二面体カンドル [11]） X = Z/nZとし、二項演算 .を

x . y = 2y − x

と定めると、(X, .)はカンドルとなる。このカンドルは二面体カンドルと呼ばれている。

例 3.3（共役カンドル） Gを群とし、二項演算 .を

g . h = h−1gh

と定めると、(G, .)はカンドルとなる。このカンドルは共役カンドルと呼ばれている。

以下、この文献を読む際に必要な概念を述べてこの節を終わる。

定義 3.4（カンドル準同型とカンドル同型） X,Y をカンドルとするとき、写像 f : X → Y が

f(x . y) = f(x) . f(y)

を満たすとき、カンドル準同型写像という。特に、カンドル準同型写像 f が全単射であるとき、カンドル同型
写像という。

4 この文献で扱う一葉双曲面上に定義されたカンドル
この文献で主に扱うカンドルを構成する。

命題 4.1 r > 0とする。S2
1(r)を (

er 0
0 e−r

)
∈ SL(2,R)

に関する SL(2,R)の共役類とする。このとき、二項演算 . : S2
1(r)× S2

1(r) → S2
1(r)を

g . h = h−1gh

として定めると (S2
1(r), .)はカンドルとなる。



この文献では、命題 4.1で構成したカンドルも単に S2
1(r)と表すことにする。S2

1(r)は一葉双曲面と微分同相
であることに注意されたい。
カンドルの研究者にとっては、次の見方から S2

1(r)は取り立てて珍しいカンドルではない。

• S2
1(r)は SL(2,R)に関する共役カンドルの部分カンドルである。

• 京都大数理解析研究所の石川氏による未発表論文で 2次元の smooth quandle (多様体としての構造を
併せ持つカンドル)の分類が完了している。

5 幾何学的形状とカンドル構造
前節で構成したものとは異なる方法で一葉双曲面上にカンドルを構成し、それが前節で構成したカンドルと
同型でないことを述べる。これにより、幾何学的な構造が同じでも、性質の全く異なるカンドル構造が入るこ
とが分かる。
この節では双線形形式 〈−,−〉 : R3 × R3 → Rをある種のMinkowski内積

〈(x0, x1, x2), (y0, y1, y2)〉 = −x0y0 + x1y1 + x2y2

とする。

定義 5.1 一葉双曲面 S2
1 = {x ∈ R3 : 〈x,x〉 = 1} 上に二項演算 . : S2

1(r)× S2
1(r) → S2

1(r)を

x . y = 2〈x,y〉y − x

と定めると、(S2
1 , .)はカンドルとなる。このカンドルを S2

1R と表わすことにする。

次の命題により、S2
1(r) と S2

1R は幾何的な構造は一致するが、カンドルとして同型ではない。紙幅の都合
上、証明は省略する。

命題 5.2 S2
1R は対合性

∀x, y, (x . y) . y = x

を満たすが、任意の r > 0に対して S2
1(r)は対合性を満たさない。

注意 5.3 この節を設けたのは、Azcan-Fenn[1]の「球面カンドル」の構成と、Clark-Saito[3]の「球面カンド
ル」の構成が全く異なっていたことに起因する。この場合には、偶然にも整合性が取れている。

6 longitudinal mapに関係するカンドルを用いた結び目の不変量
この文献の目的のひとつとして、longitudinal map の具体例を計算することがある。まず、longitudinal

mapの定義を述べよう。

定義 6.1（longitudinal map[3]） K を結び目、Gを群とする。さらに、m, l ∈ π1(S
3 \K)をそれぞれ K の

メリディアンとロンジチュードとする。x ∈ Gをひとつ決めたとき、写像

Lx
G : {f ∈ Hom(π1(S

3 \K), G) : f(m) = x} → G f 7→ f(l)

を longitudinal mapという。

この節では、定義 6.1で述べた longitudinal mapが生まれた経緯を述べる。



図 3 (2, n)型トーラス結び目の射影図

1999年、Carterら [2]により、カンドルコサイクル不変量が構成された。これは、極めて強力な結び目の不
変量である。著名な応用として、井上-蒲谷 [5]による双曲結び目の複素体積のカンドルコサイクル不変量によ
る実現が知られている。カンドルコサイクル不変量の難点は、

• 考えるカンドルの 2コサイクルを具体的に分からなければならない
• 考えるカンドルによる彩色を全て記述する必要があり、そのために考えるカンドルの集合としての濃度
が有限であることが望ましい

ことである。
2007年、Eisermann[4]は colouring polynomialを構成した。この結び目の不変量の良いところは、考えて
いるカンドルの 2コサイクルを具体的に分かる必要がないことである。さらに、

• colouring polynomialはカンドルコサイクル不変量の真の拡張である。つまり、カンドルコサイクル不
変量で見分けられる結び目は colouring polynomialで見分けられる。

• colouring polynomialは Yang-Baxter不変量として実現できる。

ことが Eisermann自身により証明されている。
2019年、Clark-Saito[3]は、colouring polynomialを集合としての濃度が有限でないカンドルに対しても定
義することが出来る不変量へ拡張するため、longitudinal mapを構成した。

7 (2, n)型トーラス結び目の S2
1(r)による彩色

結び目K とその射影図 D、そしてカンドル X が与えられたとき、写像

C : {D の弧全体 } → X

でカンドル準同型 f : QK → X を誘導するものを、X によるDの彩色という。ここでの QK は、結び目カン
ドルと呼ばれる K に対して定まるカンドルである。X による D の彩色全体を ColX(D)とかく。結び目の射
影図 D によって ColX(D)は異なるが、その濃度は一致することが知られている。
この節では、S2

1(r)による彩色を述べる。

定理 7.1 図 3のような射影図 D を持つ (2, n)型トーラス結び目の彩色は

ColS2
1(r)

(D) =
∪

f∈InnSL(2,R)

{f ◦ C0} ∪

{
f ◦ Cj,b,c :

j = 1, 3, · · · , n− 2

bc = − 4 sin2 θj(sin
2 θj+sinh2 r)

sinh2 r

}



である。

紙幅の都合上、記号の説明と証明は省略する。証明のポイントは、行列の対角化によって冪乗を具体的に求め
ることが出来ることである。彩色を計算するときに学部で習う線形代数が前面に出るのは、実は珍しいことで
ある。
著者は「線形代数の恩恵を受け易いため、この文献で扱ってるような smooth quandle (多様体構造を併せ
持つカンドル)について研究をしよう」という PRを行っている。この文献を読んで興味を持っていただけた
ら幸いである。

8 S2
1(r)による彩色と双曲型 SL(2,R)表現の関係

r > 0, K を結び目とする。SL(2,R)における(
er 0
0 e−r

)
∈ SL(2,R)

と共役な元を、この文献では双曲元ということにする。

定義 8.1（双曲型 SL(2,R)表現） m ∈ π1(S
3 \K)とする。このとき、表現 f : π1(S

3 \K) → SL(2,R)に
対して、f(m)が双曲元であるとき、双曲型 SL(2,R)表現とこの文献ではいうことにする。

野坂 [10]の結果を用いることにより、S2
1(r)による彩色と双曲型 SL(2,R)表現の間には、自然な 1対 1対応

が得られる。

定理 8.2 K を結び目、D をK の射影図、そして r > 0とする。このとき、1対応 1対応

ΨK,r : ColS2
1(r)

(D)
∼−→ {f ∈ Hom(π1(S

3 \K), SL(2,R)) : f は双曲表現 }

を具体的に構成することが出来る。

さらに、系として、次の自然な対応が誘導される。

系 8.3 K を図のような射影図 D を持つ (2, n) 型トーラス結び目とし、K のメリディアン m を α0 とする。
このとき、ΨK,r から次のような 1対 1対応が誘導される。

{C ∈ ColS2
1(r)

(D) : C(α0) =

(
er 0
0 e−r

)
} ' {f ∈ Hom(π1(S

3 \K), SL(2,R)) : f(m) =

(
er 0
0 e−r

)
}

9 (2, n)型トーラス結び目の SL(2,R)-longitudinal mapの計算例
定義 6.1において、K を (2, n)型トーラス結び目、G = SL(2,R)、そして

x =

(
er 0
0 e−r

)
∈ SL(2,R)

とした場合の計算例を述べる。ただし、r > 0とする。

補題 9.1 定理 7.1の記号を用いる。u0 = expCj,b,c(α0), u1 = expCj,b,c(α1) とする。このとき、

(u0u1)
n =

(
−1 0
0 −1

)
である。



定理 9.2 系 8.3の対応を考えると、

Lx
G(ΨK,r(C0)) =

(
1 0
0 1

)
Lx
G(ΨK,r(Cj,b,c)) =

(
−e−2nr 0

0 −e2nr

)
証明 k ≥ 1を用いて、n = 2k + 1とする。ここでは、結び目群はWirtinger表示という、図式の弧を生成
元とするような、図式から得られる表示で表されているとする。α0, · · · , αn−1 ∈ π1(S

3 \K)を用いて、ロン
ジチュード l ∈ π1(S

3 \K)を
l = α−n

0 (α1α3 · · ·α2k−1)(α0α2 · · ·α2k)

と表せる。このとき、[3, Lemma 6.3]の証明と同様の議論を行うことで、

l = α−2n
0 (α0α1)

n

であることが従う。これを用いて、longitudinal map Lx
G(f)を計算する。

(f = ΨK,r(C0)のとき)

C0(α0) = C0(α1) =

(
er 0
0 e−r

)
より、

Lx
G(f) =

(
er 0
0 e−r

)−2n

(

(
er 0
0 e−r

)(
er 0
0 e−r

)
)n =

(
1 0
0 1

)
である。
(f = ΨK,r(Cj,b,c)のとき)補題 9.1より、

Lx
G(f) =

(
er 0
0 e−r

)−2n (−1 0
0 −1

)
=

(
−e−2nr 0

0 −e2nr

)
である。
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