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1 絡み目の plat表示
3 次元ユークリッド空間内の閉曲線を絡み目 (link) といい，連結な絡み目を結び目 (knot) とい
う*1．結び目理論の基本問題は結び目，絡み目の分類問題と同型問題である．2 つの絡み目 L と L′

が全同位 (ambient isotopy)によって移りあうとは，R3 の同位 (isotopy) {hs}1s=0 であって h0 = idR3 と
h1(L) = L′ を満たすものが存在することをいう．また全同位によって移りあう絡み目を同値な絡み目
という．絡み目 Lが自明 (trivial)であるとは，R3 に埋め込まれた互いに交わらない 2次元円板の和
集合であって Lを境界に持つものが存在することをいう．
ユークリッド空間 R3 からユークリッド平面 R2 への射影による絡み目 Lの像 Pを考える．このと

き Pが絡み目 Lの正則射影図であるとは，平面 R2 上における Pの多重点が横断的な二重点のみか
らなるときをいう．正則射影図 Pの各二重点に絡み目の上下が分かるように情報を付与したもの D

を絡み目 Lの図式 (diagram)という．
結び目理論の研究において絡み目の図式は大きな寄与を果たしている．そのため次章で導入する曲

面絡み目に対しても適切な図式や表示を定義することは，曲面絡み目の変形や不変量の計算を行う上
で重要な問題である．
絡み目をブレイドの plat閉包によって表示する方法を紹介する．今後 n,mは正の整数とする．区

間 I = [0, 1]と 2次元円板 D = I2 に対して，p : D × I → I を第二成分の射影，D内の n点からなる
部分集合 Qn = {q1, . . . , qn}を qk = (1/2, k/(n + 1)) ∈ Dによって定める．このとき円筒 D × I 内の曲
線 βが次数 nの幾何ブレイド (geometric braid)であるとは，次の 2条件を満たすことをいう．

(1) 制限写像 p|β : β→ I は n次の被覆写像である．
(2) 境界 ∂βは Qn × {0, 1}と一致する．

また境界を固定する D × I の全同位によって 2つの幾何ブレイドが移りあうとき，それらのブレイド
は同値であるという．混乱の恐れが無ければ幾何ブレイドを単にブレイドと呼ぶ．

Dの n点配置空間を Cn(D)とするとき，Cn(D)の基本群 Bn = π1(Cn(D),Qn)を次数 nのブレイド
群という．n 次の幾何ブレイドの同値類は n 次ブレイド群の元と 1 対 1 対応することが知られてい
る．またブレイド群 Bn は次の群表示を持つことが知られている (Artin [1])．

Bn =
〈
σ1, . . . , σn−1 |σi σ j = σ j σi (|i − j| > 2), σi σ j σi = σ j σi σ j (|i − j| = 1)

〉
.

*1 本講演では PLカテゴリーで議論する．しかし同様の方法によって滑らかなカテゴリーにおいても議論が可能である．



ブレイドから絡み目を得るために，フタの役割を担う wicketを定義する．円筒 D × I 内の wicket
とは，D× I 内の半円周 (semicircle)であり，半円周の境界は IntD× {0}と垂直に交わっているもので
ある ([3])．D × I 内の m-wicket systemとは，互いに交わらない m本の wicketの和集合である．

wicketの大きな特徴は，端点 ∂wを指定すると一意的に m-wicket system wが与えられることであ
る．そこで ∂wm = {{q1, q2}, . . . , {q2m−1, q2m}}によって定義される m-wicket systemを標準的であると
呼ぶ．ここで {q1, q2}は wm の連結成分の 1つが q1 と q2 を端点に持つことを指定している．標準的
な 2m-wicket system wm は次数 2mのブレイドの (片側の)端点と一致している．そこで図 1のように
次数 2mのブレイド βの境界を 2つの m-wicket systemによって塞ぐことにより，ブレイドから絡み
目 β̃を構成することが出来る．この絡み目 β̃をブレイドの plat閉包 (plat closure)といい，また絡み
目の plat表示という．

図 1 次数 4のブレイドと 8の字結び目の plat表示 (m = 2)

2 曲面絡み目
4次元ユークリッド空間 R4 内の閉曲面を曲面絡み目 (surface-link)といい，連結な曲面絡み目を曲

面結び目 (surface-knot)という*2．特に 2次元球面 S 2 と同相な曲面結び目を 2次元結び目 (2-knot)
と呼ぶ．2つの曲面絡み目が R4 の全同位変形で移りあうとき，それらの曲面絡み目は同値であると
いう．
曲面結び目理論の基本問題は結び目理論と同様であるが，(1次元)結び目とは異なり位相形が複数

存在する．また絡み目と同様に R3 への正則射影図を考えることにより曲面絡み目の図式が定義され
るが，これは紙面で計算することが困難なため，不変量計算においては別の表示を構成することが有
効である．その表示の 1つとして，次に紹介するバンド付き絡み目表示がある．
絡み目 Lに接着するバンド (band)とは R3 内に埋め込まれた 2次元円板 bであって，Lと bの共

通部分が Lと ∂bの共通部分と一致し，それは異なる 2つの線分であることをいう：

L ∩ b = L ∩ ∂b, L ∩ b ≈ I ⊔ I.

絡み目 Lのバンドを bとする．このとき絡み目 L′ がバンド bに沿った絡み目 Lのバンド手術 (band
surgery)によって得られるとは，絡み目 L′ が次のようにして得られるときをいう：

L = (L ∪ ∂b) \ Int(L ∩ ∂b).

絡み目 Lと Lに接着する互いに交わらないバンドの集合 B = {b1 . . . , bn}の組 (L, B)をバンド付き絡
み目 (banded link)という．2つのバンド付き絡み目が同値であるとは，R3 の全同位変形によってバ

*2 曲面絡み目を knotted surfaceと呼ぶ文献もある．



ンド同士が交わることなく移りあうことをいう．またバンド付き絡み目 (L, B)に対して Lを Bに属
するバンドによって手術して得られる絡み目を LB と記す．
バンド付き絡み目 (L, B)について，2つの絡み目 Lと LBが共に自明な絡み目であるとき，(L, B)は許

容的 (admissible)であるという．以下では許容的なバンド付き絡み目を考えよう．pr : R3 × R→ R3

を第 1 成分の射影とする．L と LB は自明であるため，R3 内の円板族 d と D の境界となっている．
この円板族を用いて次のような R4 = R3 × R 内の曲面絡み目を構成する (このように曲面絡み目を
バンド付き絡み目と 2次元円板の 1-パラメータ族によって表示する手法をモーションピクチャーと
いう)．

pr(F ∩ R3 × {t}) =



D (t = 1),
LB (0 < t < 1),
L ∪ |B| (t = 0),
L (−1 < t < 0),
d (t = −1), and
∅ otherwise,

この曲面絡み目 F は円板族 d,Dと (L, B)に依った定義であるが，dと Dの取り方，そして (L, B)の
同値類の取り方に依らず (曲面絡み目の同値の差を除いて)一意的に定まることが知られている．こ
の曲面絡み目 F を F(L, B)と記し，バンド付き絡み目 (L, B)の閉実現曲面 (closed realizing surface)

という．(許容的な)バンド付き絡み目は閉実現曲面によって曲面絡み目を表示することが出来るが，
逆に全ての曲面絡み目はバンド付き絡みによって表示することが知られている (cf. [10])．これを曲
面絡み目のバンド付き絡み目表示 (banded link presentation)という．

3 ブレイド状曲面と 2次元ブレイド
ブレイド状曲面は Rudolph[11]によって導入され，そして Viro(cf. Kamada [6, 7, 8])によって 2次
元ブレイドが導入された．これらは幾何ブレイドの高次元化である．

D1 と D2 を 2次元円板 I2，写像 pri : D1 × D2 → Di (i = 1, 2)を第 i成分への射影とする．また D2

の基点 y0 を ∂D2 上に取り固定する．次数 nの (点付き)ブレイド状曲面 ((pointed) braided surface)

とは次を満たす D1 × D2 に埋め込まれた向き付けられた曲面 S である [11]:

(1) 制限写像 πS = pr2|S : S → D2 は次数 nの単純分岐被覆写像である．
(2) 境界 ∂S は D1 × ∂D2 内の閉ブレイドである.

(3) 基点 y0 上の πS の逆像 pr1(π−1
S (y0))は Qn と一致する.

n次の分岐被覆写像が単純 (simple)であるとは，各分岐値の逆像が n − 1点からなるときを言う．
2 次元ブレイド (2-dimensional braid) とは境界 ∂S が自明な閉ブレイドとなるようなブレイド状

曲面である．即ち，各 y ∈ ∂D2 について pr1(π−1
S (y)) = Qn が成り立つ．分岐被覆写像 πS の次数をブ

レイド状曲面 S の次数といい，deg S と記す．
2 つのブレイド状曲面が同値であるとは，D1 × D2 のファイバーを保つ全同位 (isotopy){ht}t∈I に
よって移り合うことを言う．ここで連続写像 ht がファイバーを保つとは，D1 × D2 を D2 上の自明な



D2 束と見なしたときにファイバー構造を保つことを意味している．ブレイド状曲面が自明であると
は，2次元ブレイド Qn × D2 に同値であることをいう．

補題 3.1 (cf. [8]). ブレイド状曲面 S が自明である必要十分条件は分岐被覆写像 πS が分岐点を持たな
いことである．

3.1 2次元ブレイドの閉包
2次元ブレイドを用いて曲面絡み目を表示する手法として閉包を導入する．
I ⊂ Rにより D1 × D2 ⊂ R4 とする．次数 nの 2次元ブレイド S の閉包 (closure)とは，n枚の自

明な円板を ∂S に沿って (R4 内における)D1 × D2 の外側から S に貼り合わせて得られる (向き付け
られた) 曲面絡み目である．S の閉包を S と表す．2 次元ブレイドの閉包は図 2 に示すモーション
ピクチャーによって記述することが出来る．ここで S [t] (t ∈ I)は S の D1 × (I × {t})における切断面
S ∩ D1 × (I × {t})である．

図 2 2次元ブレイドの閉包のモーションピクチャー

2次元ブレイドの閉包について，次の存在性が成り立つ．

命題 3.2 (鎌田 [7]). 全ての向き付けられた曲面絡み目はある 2次元ブレイドの閉包と同値である．

そのため全ての向き付け可能な曲面絡み目は 2次元ブレイドによる表示を持つ．向き付け可能な曲
面絡み目 F に対して，閉包が F と同値となるような 2次元ブレイドの最小次数をブレイド指数とい
い Braid(F)と記す．ブレイド指数の値が小さな曲面絡み目については次のことが知られている．

命題 3.3 (鎌田 [5]). 向き付け可能な曲面絡み目 F のブレイド指数について次が成り立つ．

• ブレイド指数が 2以下であるとき，F は自明な曲面結び目である．
• ブレイド指数が 3であるとき，F はリボン曲面絡み目である．

命題 3.4 (鎌田-佐藤-高林 [9]). 非自明な 2次元結び目 F と F′ に対して，ブレイド指数は連結和に関
して加法的でない：

Braid(F#F′) < Braid(F) + Braid(F′) − 1.



3.2 ブレイド状曲面のブレイドモノドロミー
ブレイド状曲面は次に導入するブレイドモノドロミーによって特徴付けることが可能である．
次数 nのブレイド状曲面 S に関して分岐被覆写像 πS の分岐値全体を ΣS とする．このとき D2 \ΣS

上のループ γ : (I, ∂I)→ (D2 \ ΣS , y0)に対して，pr1(π−1(γ(t))) (t ∈ I)は D1 上の m点集合となり，特
に pr1(π−1(γ(0))) = pr1(π−1(γ(1))) = Qn となる．よって D2 \ ΣS 上のループ γから次数 nのブレイド

βγ =
⋃
t∈I

pr1(π−1(γ(t))) ⊂ D1 × I.

が定まり，同値類を取ることによって群準同型写像

ρS : π1(D2 \ ΣS , y0) → Bn

が得られる．この群準同型 ρS をブレイド状曲面 S のブレイドモノドロミー表現 (braid monodromy
representation)という．2つのブレイド状曲面 S と S ′ のブレイドモノドロミー表現 ρS と ρS ′ を考
える．このとき次を満たす同相写像 g : D2 → D2 が存在するとき，ρS と ρS ′ は同値であるという．
但し g∗ : π1(D2 \ ΣS , y0)→ π1(D2 \ ΣS ′ , y0)は同相写像 gが誘導する同型写像である．

(1) g(y0) = y0 かつ g(ΣS ) = ΣS ′ が成り立つ．
(2) ρS = ρS ′ ◦ g∗ が成り立つ．

命題 3.5 (cf. [8]). 2つのブレイド状曲面が同値である必要十分条件はそれらのブレイドモノドロミー
表現が同値であることである．

ブレイドモノドロミー表現は，ΣS に関する Hurwitz arc systemを用いることにより，ブレイド群
Bn の有限個の元により具体的に書き表すことが可能である (これをブレイド状曲面 S のブレイドシ
ステム (braid system)という)．詳細については [8]を参照されたい．

4 ブレイド状曲面の plat閉包
(1次元)絡み目の plat表示では，ブレイドにフタとして wicketを貼り合わせて絡み目を構成した．

そこで wicketのループ (閉曲線)を上手く応用することでブレイド状曲面の”フタ”を構成し，そして
曲面絡み目の plat表示を導入する．
次の m+ 1個のブレイドによって生成されるブレイド群 B2m の部分群 K2m を Hilden部分群という

([4], cf.[2])：
K2m =

〈
σ1, σ2σ1σ3σ2, σ2iσ2i−1σ

−1
2i+1σ

−1
2i (i = 1, 2, . . . ,m − 1)

〉
.

また円筒 D × I 内の m-wicket system全体のなす配置空間をWm とする．ここでWm は弧状連結
であることが知られている．

命題 4.1 (Brendle-Hatcher [3]). 配置空間Wm の基本群は Hilden部分群と同型である：

π1(Wm,wm) ≃ K2m.



この同型写像は次のようにして与えられる． f : (I, ∂I)→ (Wm,wm)を配置空間Wm 内のループと
する．このとき次数 2mのブレイド β f を

β f =
⋃
t∈I
∂ f (t) × {t} ⊂ D × I

によって定めると，ブレイド β f の同値類は Hilden 部分群の元となる．この対応により基本群
π1(Wm,wm)から Hilden部分群 K2m への写像が定まり，かつ同型写像を与えることが分かっている．

定義 4.2. (幾何)ブレイド βが適切 (adequate)であるとは，あるループ f : (I, ∂I) → (Wm,wm)が存
在して β = β f を満たすことをいう．

次に次数 nのブレイド状曲面 S に対して，その境界に現れるブレイド βS を

βS =
⋃
t∈I

pr1(π−1
S (µ(t))) × {t} ⊂ D × I

として定める．これは境界 ∂S の閉ブレイドを基点上で切り開いて得られるブレイドである．

定義 4.3. 幾何ブレイド βS が適切なブレイドであるとき，ブレイド状曲面 S は適切 (adequate)であ
るという．

4.1 Wicket型曲面と plat閉包
I ⊂ Rにより Di ⊂ R2，D1 × D2 ⊂ R4 とする．R2 \ Int D2 内における境界 ∂D2 の正則近傍を N と

する．すると N はアニュラス I × S 1 と同相であるため，自然な同一視によって D1 × N を D× I × S 1

と見做す．

定義 4.4. f : (I, ∂I)→ (Wm,wm)をループとする．このとき D1 × N 内のコンパクト曲面 A f を

A f =
⋃
t∈I

f (t) × {p(t)} ⊂ D × I × S 1 = D1 × N,

によって定める (ここで p : I → S 1 = I/∂I は商写像である)．この曲面 A f を wicket型曲面という．

Wicket型曲面 A f の構成より，境界 ∂A f は適切なブレイド β f の閉包となっている．そこで適切な
ブレイド状曲面 S を考えると，定義よりあるループ f : (I, ∂I)→ (Wm,wm)が存在して βS = β f とな
る．境界 ∂S と ∂A f は共にブレイド β f の閉包となり一致している．よって曲面絡み目 S ∪ A f が定
義できる．
また m-wicket systemは境界成分から一意的に復元できていた．よって wicket型の曲面 A f は境界
∂S = ∂A f から一意的に定まる．そこで A f を AS と記すことにする．

定義 4.5. 適切なブレイド状曲面 S の plat閉包 (plat closure) S̃ を R4 内の S と wicket型曲面 AS の
和集合として定める：

S̃ = S ∪ AS .

定義 4.6. 曲面絡み目 F がある適切なブレイド状曲面の plat閉包であるとき，F を plat formという．
さらに S が 2次元ブレイドのとき，F を genuine plat formという．



5 主定理
曲面絡み目の plat表示について，次の存在性定理が分かった．

定理 5.1. 全ての曲面絡み目はあるブレイド状曲面の plat閉包と同値である．

また 2次元ブレイドの閉包の存在性 (命題 3.2)に対して，類似の結論も得られた．

定理 5.2. 全ての向き付け可能な曲面絡み目はある genuine plat閉包と同値である．

曲面絡み目の plat表示を用いることにより，次の曲面絡み目不変量が定義される．

定義 5.3. 曲面絡み目 F の plat指数 (plat index) Plat(F)を，F の plat表示を与えるブレイド状曲面
の最小次数の半数値によって定義する．

Plat(F) = min
{

deg S/2 | S はブレイド状曲面, S̃ ≃ F
}
.

定義 5.4. 曲面絡み目 F は genuine plat表示を持つとする．このとき F の genuine plat指数 (genuine
plat index) g.Plat(F)を，F の genuine plat表示を与える 2次元ブレイドの最小次数の半数値によっ
て定義する．

g.Plat(F) = min
{

deg S/2 | S は 2次元ブレイド, S̃ ≃ F
}
.

この 2つの不変量は次の不等式関係が成り立つ．これは定理 5.2の証明から従う．

定理 5.5. 向き付け可能な曲面絡み目 F に対して次の不等式が成り立つ．

Plat(F) ≤ g.Plat(F) ≤ Braid(F).

この不等式は (1次元)絡み目で知られている事実の類似である．
注意 5.6. (1次元)絡み目 Lの橋指数を bridge(L)とするとき，次の不等式が成り立つ．

bridge(L) = plat(L) ≤ braid(L).

6 結び目群と結び目対称カンドルの計算
また plat表示を用いた計算例として，曲面絡み目の不変量である結び目群と結び目 (対称)カンド
ルの計算を紹介する．

4次元ユークリッド空間 R4 内の曲面絡み目 F に対して，その補空間の基本群 π1(R4 \ F)を結び目
群 (knot group)といいG(F)と記す．同様に，D1 ×D2 内のブレイド状曲面 S に対して，その補空間
の基本群 π1(D1 × D2 \ S )を S の結び目群 (knot group)といい G(S )と記す．
ブレイド状曲面の結び目群は次のようにして群表示が与えられることが知られている．補空間

D1 × D2 \ S 内のループ x1, . . . , xn を基点 y0 上のメリディアンループとする．



命題 6.1 (cf. [8]). 次数 nのブレイド状曲面 S の結び目群は次の群表示を持つ．
G(F) = ⟨x1, . . . , xn | r1, . . . , rl⟩

ここで lはブレイド状曲面の分岐点の個数であり，各関係子 r j は S のブレイドシステムから与えら
れる．

定理 6.2. 次数 2mの適切なブレイド状曲面 S に対して，plat閉包の結び目群 G(S̃ )の群表示として
次が成り立つ．

G(S̃ ) =
〈
x1, . . . , x2m | r1, . . . , rn, x2i−1 = x−1

2i (i = 1, . . . ,m)
〉

この定理は結び目対称カンドルと呼ばれる曲面絡み目の不変量に応用することが可能である．

定理 6.3. 曲面絡み目 F はブレイド状曲面 S によって plat表示が与えられているとする．また結び
目対称カンドルを (X(F), ρ)とするとき次の対称カンドル表示がある：

X(F) = ⟨x1, . . . , x2m | r1, . . . , rn, x2i−1 = ρ(x2i) (i = 1, . . . ,m)⟩sq

ここで各 r j は S のブレイドシステムから与えられる関係子である．
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