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概要
本稿では，射影曲線の極小自由分解およびその syzygyについての考察を述べる．特に，[1][2]

で得られた曲線の極小自由分解を，適切な形で分類・整理することを現在考えている．そのため
の方向性などを講演でも述べさせていただく．

1 はじめに
射影多様体の syzygyについては，極小自由分解とともに考察されてきた．X を射影多様体とし，

Lを X 上の非常に豊富な直線束としたとき

φL : X → P = PH0(X,L)

によって，射影空間への埋め込みが定義される．この次数付き環を RL = R(X,L) = ⊕H0(X,L⊗m)

として定義する．射影空間 Pの次数付き環 S = SymH0(X,L)上の次数付き加群として RL を考え
たとき，極小自由分解 E• が存在する：

E• : · · · → E2 → E1 → E0 → RL → 0.

ただし，Ei = ⊕S(−ai,j)である．この極小自由分解において，(Np)条件を満たすとは，次の 2条件
が成り立つことである．

1. E0 = S,

2. 1 ≤ i ≤ pに対して
ai,j = i+ 1 for all j

が成り立つ．

簡単な推論により

• (N0)条件を満たすとは，m ≥ 0に対して

Symm H0(X,L) → H0(X,L⊗m)

が全射であることと同値である．このときを，射影正規性（Projectively Normal）という．
• (N1)条件を満たすとは，(N0)条件を満たしかつ，斉次イデアル IX/P が 2次斉次多項式で生
成される．



• (N2)条件を満たすとは，(N1)条件を満たしかつ，斉次イデアル IX/P の生成系 {Q1, . . . , Qr}
に対して，1次斉次多項式 Li が存在し ∑

LiQi = 0

が成り立つ．

このようなことより，(Np)条件を満たすとは

1. E0 = S,

2. Ei = ⊕S(−i− 1) for 1 ≤ i ≤ p

が成り立つことである．本稿では [1][2]により得られた曲線の極小自由分解を (Np)条件の基で分類
を整理することを主眼としている．また (Np) 条件において，IX/P が「2 次斉次多項式で生成され
る」ことを条件としたが，これが「d次斉次多項式で生成される」という条件に置き換えたもの・拡
張は [3]にて行われている．

2 2次曲面の概説
本稿で扱う曲面および代表的な射影多様体について述べておく．ここで，P3 内の非特異 2次曲面
について概説する．この節では，標数 2でない代数的閉体とする．*1
非特異 2次曲面とは，既約な 2次斉次多項式 F (z0, . . . , z3)で定義される曲面 Qであり，特異点集

合 SingQ = V (
∂F

∂z0
, . . . ,

∂F

∂z3
) = ϕとなるものである．

任意の非特異 2 次曲面は P1 × P1 に同型である．実際に，P1 × P1 を Segre 埋め込みした像
σ1,1(P1 × P1) ⊂ P3 を考えたとき

σ1,1 : P1 × P1 3 ([x0, x1], [y0, y1]) 7→ [x0y0, x0y1, x1y0, x1y1] ∈ P3

によって ，P3 内の非特異 2次曲面 Q : z0z3 − z1z2 = 0が定義される．この曲面に変数変換するこ
とで同型が示される．
直線束の同型類全体の集合（Picard群）PicQは PicQ ∼= Z⊕ Zである．この生成系 l1, l2 とする

と，Intersection Pairingとして
l21 = 0, l1.l2 = 1, l22 = 0

の関係がある．さらに計算を行うことで，直線束 OQ(a, b) の Cohomology 群は次のように決定さ
れる．

命題 2.1. 直線束 OQ(a, b) (a ≥ b)の Cohomology群は次のように決定される：

H0(Q,OQ(a, b)) =

{
(a+ 1)(b+ 1) (a, b ≥ 0)

0 (otherwise)
,

*1 この仮定がないと，対称行列，2次形式や階数による非特異判定などができなくなる．



H1(Q,OQ(a, b)) =


0 (a, b ≥ 0)

−(a+ 1)(b+ 1) (otherwise)

0 (a, b ≤ −2)

,

H2(Q,OQ(a, b)) =

{
(a+ 1)(b+ 1) (a, b ≤ −2)

0 (otherwise)

がいえる．また，(a, b)型の曲線 C の Q上でのイデアル層 IC/Q に対して

H1(Q, IC/Q) = 0 ⇐⇒ |a− b| ≤ 1

となる．

2.1 2次超曲面について：補足
ここでは，一般の 2次超曲面について補足する．多項式環 S = k[z0, . . . , zn]内の斉次 2次多項式∑

0≤i≤j≤n

ai,jzizj

で定義される Pn 内の 2次超曲面 Qについて考える．Qには，対称行列 A = (ai,j)が対応している．
この Aの階数によって分類できる．

命題 2.2. Pn 内において，2次超曲面は次の形へ変数変換し帰着できる：

Q : z20 + z21 + z22 + · · ·+ z2r = 0.

r = n+ 1のとき，非特異 2次超曲面で非退化となり，r < n+ 1のときは，次のような 2次錐が構
成される：SingQ ⊂ Qは (n− r − 1)次元線形多様体であり，Pr−1 内の非特異 2次超曲面上の錐と
して構成できる．さらに

1. r = 2のとき，ClQ ∼= Z
2. r = 3のとき，ClQ ∼= Z⊕ Z
3. r ≥ 4のとき，ClQ ∼= Z

がいえる．

3 Del Pezzo曲面の概説
この節では，Del Pezzo曲面について概説する．Del Pezzo曲面とは，反標準因子が非常に豊富な

射影曲面をいう．主な結果は [4] などからの引き戻しである．このような曲面は次のように分類さ
れる．

命題 3.1. X を次数 dの Del Pezzo曲面とする．このとき，3 ≤ d ≤ 9である．また，次のことが成
り立つ．



1. d = 9のとき，これは射影平面 P2
k に同型であり，これは P9

k への 3次の Veronese 埋め込みと
なる．

2. d = 8のとき，これは射影平面 P2
k の 1点 Blow-upまたは P1

k × P1
k に同型である．

3. 3 ≤ d ≤ 6のとき，これは射影平面 P2
k の一般の位置にある 9− d点 Blow-upと同型である．

この Del Pezzo曲面の直線束の同型類 PicX について，次のことがいえる．

命題 3.2. Del Pezzo曲面の直線束の同型類 PicX は次のようになる：

1. d = 9のとき，PicX ∼= Zl である．生成元 l は l2 = 1となるものである．これは直線を因子
としてみたものの同型類である．また超平面切断の同型類 hは (3; )型である．

2. d = 8のとき
（a）射影平面 P2

k の 1点 Blow-upでは，PicX ∼= Zl ⊕ Ze1 となる．これらは

l2 = 1, l.e1 = 0, e21 = −1

が成り立つ．lは射影平面 P2 上の直線 LをX 上への引き戻したものの同型類であり，e1

は 1点 P1 を Blow-upすることでできる例外因子 E1
*2の同型類である．また超平面切断

の同型類 hは (3; 1)型である．
（b）P1

k × P1
k のときは，PicX ∼= Zl1 ⊕ Zl2 となる．これらは

l21 = l22 = 0, l1.l2 = 1

が成り立つ．また超平面切断の同型類 hは (2, 2)型である．
3. 3 ≤ d ≤ 7のときは，PicX ∼= Zl ⊕ Ze1 ⊕ · · · ⊕ Zer となる．これらは

l2 = 1, l.ei = 0, ei.ej = −δi,j

である．ただし，r = 9− dとする．また超平面切断の同型類 hは (3; 1, . . . , 1)型である．

注意 3.3. 射影平面 P2 を r 点 Blow-upして構成される Del Pezzo曲面上の (a; b1, . . . , br)型の有効
因子は，P2 上の曲線 C で次のようなものに対応している：C は次数 aで，各点 Pi を bi 重点として
もつ曲線である．このことから，ある完備線形系の部分線形系に対応していることがいえる．

Del Pezzo曲面上の因子 C の算術種数 pa(C)および射影空間内での曲線（有効因子）としての次
数 degC については，次のことがいえる．

命題 3.4. Del Pezzo曲面上の因子 C の算術種数 pa(C)および次数 degC は次のようになる．

1. d = 9のとき，C を (a; )型の因子とすると

pa(C) =

(
a− 1
2

)
,degC = 3a

である．

*2 E が例外直線とは，E2 = −1かつ E ∼= P1 が成り立つものである．曲面上の 1点を Blow-upすることで構成される．



2. d = 8のとき
（a）射影平面 P2

k の 1点 Blow-upでは，C を (a; b1)型の因子とすると

pa(C) =

(
a− 1
2

)
−
(
b1
2

)
,degC = 3a− b1

である．
（b）P1

k × P1
k のときは，C を (a, b)型の因子とすると

pa(C) = (a− 1)(b− 1),degC = 2(a+ b)

である．
3. 3 ≤ d ≤ 7のときは，C を (a; b1, . . . , br)型の因子とすると

pa(C) =

(
a− 1
2

)
−

r∑
i=1

(
bi
2

)
,degC = 3a− b1 − · · · − br

である．ただし，r = 9− dとする．また

4 2次曲面・Del Pezzo曲面上にある曲線の例
この節では [5][6] を基に，P3 内の非特異 2 次曲面および Del Pezzo 曲面上ある曲線の例を紹介
する．

4.1 正規有理曲線（Rational Normal Curve）
P1 の斉次座標系を [x0, x1]とする．すなわち，H0(P1,O(1)) = 〈x0, x1〉とする．射影直線 P1 も
次数 nの因子 D による大域切断

H0(P1,O(D)) = 〈xn
0 , x

n−1
0 x1, . . . , x0x

n−1
1 , xn

1 〉

を考える．この基底により構成される射 φD : P1 → Pn の閉埋め込みであり，その像 C = φD(P1)

は nの有理曲線となる．これを正規有理曲線という．この曲線の定義イデアル IC は
(
n

2

)
個の 2次

斉次多項式で生成される．別の表現として曲線 C の定義イデアル IC は 2× n行列

Mn,1 =

(
z0 z1 z2 · · · zn−1

z1 z2 z3 · · · zn

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(Mn,1)に等しい．これは，P1 × Pn−1 を Segre埋め
込みした射影多様体を線形多様体で切断したものである．実際に X = σ1,1(P1 × Pn−1)の定義イデ
アル IX は 2× n行列

M =

(
z0 z1 z2 · · · zn−1

zn zn+1 zn+2 · · · z2n−1

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(M)となる．さらに，線形多様体 H は n次元で

H : zn+i−1 − zi = 0 (i = 1, . . . , n− 1)



で定義される．これより C = X ∩H および，IC = IX + IH がいえる．
正規有理曲線 C ⊂ Pn の極小自由分解については，Eagon-Northcott複体が対応する：

0 // S(−n)⊕(n−1) // · · · // S(−r − 1)
⊕r

 n
r + 1


// · · ·

// S(−2)
⊕

n
2


// S // SC

// 0.

ただし，r ≥ 1とする．これを Betti数 βi,j で表すと，β0,0 = 1

βi,i+1 = i

(
n

i+ 1

)
(1 ≤ i ≤ n− 1)

であり，それ以外は βi,j = 0である．

例 4.1. 正規有理曲線の簡単な例として，v2 : P1 3 [x0, x1] 7→ [x2
0, x0x1, x

2
1] ∈ P2 を考えると，平面

2次曲線 C : z0z2 − z21 = 0が定義できる．

例 4.2. 同様に，v3 : P1 3 [x0, x1] 7→ [x3
0, x

2
0x1, x0x

2
1, x

3
1] ∈ P3 を考えると，捩れ 3次曲線 C が定義

できる．これは C : z0z2 − z21 = 0, z0z3 − z1z2 = 0, z1z3 − z22 = 0により定義される．

より一般的な結果として，Rational Normal Scroll の極小自由分解を考えることができる．
Rational Normal Scrollとは，P1 上の階数 nのベクトル束 E の射影化 π : P(E) → P1 をある射影空
間 PN に埋め込んだものである．具体的には

E = O(a1)⊕ · · · ⊕ O(an) (0 < a1 ≤ · · · ≤ an)

に対して，N =
∑n

i=1 ai + n− 1とおいて埋め込むものである．X = P(E)の定義イデアル IX を考
える．D =

∑n
i=1 ai + nとして 2×D 行列

MD,1 =

(
z1,0 · · · z1,a1−1 z2,0 · · · z2,a2−1 · · · zn,0 · · · zn,an−1

z1,1 · · · z1,a1 z2,1 · · · z2,a2 · · · zn,1 · · · zn,an

)
の 2× 2小行列式全体で生成されるイデアル I2(MD,1)に等しい．S = k[z1,0, . . . , zn,an ]における

定義イデアル IX の極小自由分解は

0 // S(−N)⊕(N−1) // · · · // S(−i− 1)
⊕i

 N
i+ 1


// · · ·

// S(−2)
⊕

N
2


// S // SX

// 0.

である．



注意 4.3. 階数 1 のベクトル束 O(a1)(a1 > 0) のとき，X = P(O(a1)) ∼= P1 であり，埋め込みは
X ⊂ Pa1 となるから，正規有理曲線を意味する．

注意 4.4. 階数 2のベクトル束 E = O(a1)⊕O(a2)(0 < a1 ≤ a2)のとき，π : X = P(E) → P1 に対
して，E ′ = E ⊗ O(−a2)とすると，X ∼= P(E ′)となる．これは，Hirzebruch曲面に同型であること
がいえる．

4.2 正規楕円曲線（Elliptic Normal Curve）
C を楕円曲線 (g = 1) とし，P0 ∈ C とする．C 上の次数 n の因子 D = nP0(n ≥ 3) に対
応する埋め込み φD : C → Pn−1 における像は n 次曲線となる．これを正規楕円曲線という．
H0(C,OC(P0) = 〈1〉,H0(C,OC(2P0)) = 〈1, f〉,H0(C,OC(3P0)) = 〈1, f, g〉 とすると Riemann-

Rochの定理より

H0(C,OC(D)) = 〈1, f, . . . , f i, g, gf, . . . , gf j〉 (0 ≤ i ≤ bn/2c, 0 ≤ j ≤ b(n− 3)/2c)

と基底を選ぶことができる．n = 3のとき，P2 内の非特異 3次曲線が得られる．n = 4のときは，4

次曲線となり，２つの 2次曲面の完全交叉となる．
この関係式を導出するために，Rational Normal Scroll Surfaceを構成する．上記の基底の構成を
利用して (

1 · · · fa−1 g · · · f b−1

f · · · fa gf · · · f b

)
を考えると，2× (a+ b)行列

M(OC(2P0),OC((n− 2)P0)) =

(
z1,0 · · · z1,a−1 z2,0 · · · z2,b−1

z1,1 · · · z1,a z2,1 · · · z2,b

)
が構成される．ただし，a = bn/2c, b = b(n− 3)/2cであり，bn/2c+ 1+ b(n− 3)/2c+ 1 = nであ
る．この 2× 2小行列式全体で定義される Pn−1(n ≥ 4)内の射影曲面が定義できる．

1. n = 4のときは，π : P(O ⊕O(2)) → Q0 ⊂ P3（Q0 は 2次錐）となる．*3
2. n ≥ 5のとき，埋め込み φ : P(O(a)⊕O(b))) → X ⊂ Pn−1 が構成できて，X は非特異射影
曲面（次数 n− 1の Hirzebruch曲面）となる．

先述の通り X は Hirzebruch曲面に同型であり，その Picard群は

PicX ∼= Zh⊕ Zf

で与えられる．ただし，hは超平面切断H(∼= P1)に対応する直線束 OX(1)の同型類，f は π : X →
P1 上のファイバーに対応する直線束OX(F )(F ∼= P1)の同型類であり，h2 = n− 1, h.f = 1, f2 = 0

である．この曲面上において，正規楕円曲線 C に対応する X 上の因子は C = 2H − (n− 3)F であ
る．すなわち，IX の生成系から，IC の生成系を構成することを考える．より一般的には，X の極小

*3 この射は，特異点 O ∈ Q0 を中心とした Blow-upを意味する．



自由分解を利用して，C の極小自由分解を構成することとなる．X の斉次座標環 SX 上での C の定
義イデアルを IC/X とし，その層化を考えると

ĨC/X = OX((n− 3)F − 2H) = OX((n− 3)F )(−2)

を意味する．これより，IC/X の極小自由分解は⊕
m≥0

H0(X,OX((n− 3)F )(m))

の極小自由分解を −2 シフトしたものだと考えられる．これは Eagon-Northcott 複体の Mapping

Coneとして構成することができる．

定理 4.5. C ⊂ Pn(n ≥ 3)を n + 1次の正規楕円曲線とする．このとき，S = k[z0, . . . , zn]におけ
る X の極小自由分解は次で与えられる．

0 →S(−n− 1) → S(−n+ 1)
⊕(n−2)+

 n− 1
2


→ S(−i− 1)

⊕i

 n− 1
i+ 1

+(n−i−1)

 n− 1
i− 1


→ · · ·

→S(−2)
⊕

n− 1
2

+(n−2)

→ S → SC → 0.

また，Betti数 βi,j について，β0,0 = 1であり

βi,i+1 = i

(
n− 1
i+ 1

)
+ (n− i− 1)

(
n− 1
i− 1

)
(1 ≤ i ≤ n− 2), βn−1,n+1 = 1

であり，その他は βi,j = 0となる．

5 結果の概略と今後の展望
この節では，[1][2]の結果の概略を述べる．まず射影曲面X 上の曲線 C が ACM（Arithmetically

Cohen-Macaulay (for short:ACM)）な曲線であるとは

H1(X, IC/X(m)) = 0 (m ∈ Z)

が成り立つことである．このことを基にして，まずは非特異 2次曲面 Q上の分類について述べる．

補題 5.1. 非特異 2次曲面 Q上の (a, b)型の因子 C が ACMであるとは，|a− b| ≤ 1となることと
同値である．

次に，Del Pezzo曲面上の因子 C の分類である．これは次の手順で進める：

1. 射影平面 P2 の 3次の Veronese埋め込み v3 : P2 → P9.この場合は，すべての因子が ACMで
ある．



2. 射影直線の直積 P1 × P1 の埋め込み σ2,2(P1 × P1) ⊂ P8 においては，非特異 2次曲面の場合
と同じように，次のことがいえる：
(a, b)型の因子 C が ACMであるとは，|a− b| ≤ 2となることと同値である．

3. 射影平面 P2の r点 Blow-up（1 ≤ r ≤ 6）については，次の方法で分類を考える．π : X → P2

を r 点 Blow-upとし，Lを (a; b1, . . . , br)型の因子に対応する X 上の直線束とする．このと
き，P2 上の層の完全系列が存在する：

0 → π∗L → O(a) →
r⊕

i=1

OPi/M
bi
Pi

→ 0.

これにより評価することで，ACM曲線の分類は完成する ([1], [2])

特に，前述の結果より正規有理曲線 C ⊂ Pn については，(Nn−1)条件を満たすといえる．また，
正規楕円曲線 C ⊂ Pn(n ≥ 3)については，(Nn−1)条件は満たさず，(Nn−2)条件を満たすといえる．
一般に射影多様体 X ⊂ Pn の斉次イデアル IX について，完全列

E1 → IX → 0.

より，Pn の X を中心とした Blow-upを BlX Pn とし，次数付き加群の層化 E1 = Ẽ1 とおくと

BlX Pn ⊂ P(E1)

に埋め込むことと同値であると考えられる．それゆえ，X の次数付き環が (N1)条件を満たすという
ことは，BlX Pn ⊂ Pn × PN と射影空間の直積（多重射影空間）内に埋め込まれることが示される．
また，ベクトル束の立場から考えると，X ⊂ Pn を余次元 2の非特異部分多様体とすると，IX は局
所的には，2つの元で生成される．これより Pn 上の階数 2のベクトル束 E が存在し，完全列

E → IX → 0

が存在する．よって
BlX Pn ⊂ P(E)

が示される．また，(N2)条件以降を考えることは，埋め込みの列を構成する上で重要であると考え
られる．
ベクトル束については，非特異空間曲線 C ⊂ P3 と P3 内の階数 2のベクトル束が対応するという

結果がある ([7])．さらには，ベクトル束が分裂 (split)することと，曲線 C が完全交叉となることが
同値である．このような見地からも，ベクトル束と何かしらの対応を模索していきたい．
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