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概要
閉リーマン多様体上のシストール不等式は, 端的に言えば閉曲線の長さの最小値 (シストール)

は体積の定数倍で抑えられることを主張する. 本稿では特定のサブリーマン多様体に対して, シ
ストール不等式の類似を与えたことを報告する.

1 導入
1.1 サブリーマン幾何学
多様体M と TM の部分束 E, および E 上の計量 g からなる三対 (M,E, g)をサブリーマン多様

体という. 特に E = TM の場合, (M,TM, g)はリーマン多様体となるという意味で, サブリーマン
多様体はリーマン多様体の一般化である. それらの類似点と相違点を明確にすることは一つのテーマ
である.

サブリーマン幾何の研究動機は多岐にわたり, CR幾何, 幾何学的群論, 二階微分作用素の解析など
で現れてきたが, 一般的なサブリーマン多様体の研究を活発化させたのは Agrachevらによる最適制
御理論からのアプローチである. 最適制御理論は機械工学などの分野で用いられる技術で, 標語とし
ては 2つの状態を行き来するうえで最もコストが低いルートは何か, を説明する理論である. 例えば
次の例がよく知られている.

例 1. 平面 R2 上の点 (x, y)に x軸との角度 θ で車が止まっている. この時, 別の点 (x′, y′)に角度
θ′ で到着するのに最短なルートは何か?

M = R2 × S1, X,Y をM 上のベクトル場で

X = cos θ∂x + sin θ∂y, Y = ∂θ

とし, E = Span{X,Y }, g を X,Y が正規直交となる計量とする. この設定の下, 上記の問題はサブ
リーマン多様体 (M,E, g)の 2点間の最短線は何か, という問題に言い換えることができる.

最適制御理論は元々は例 1のような状況をモデル化する解析的な側面が強い理論だが, 特別な場合
としてサブリーマン多様体に適用すればその測地線や曲率を定式化することができる. それにより例
えばMyersの定理 [4]や, 測度収縮性 [2, 5]など, リーマン多様体に見られる興味深い性質が確認さ
れてきた.

上記のような背景からサブリーマン多様体のリーマン幾何的側面を調べることは面白い試みであ



り, 今回の話ではその一つとしてシストール不等式について考える.

1.2 シストール不等式
M を閉リーマン多様体とする. これに対してシストール sys(M)は

sys(M) = min{length(c) | c : non-contractible closed curve}

により定義される.

例 2. 2次元ユークリッド空間 E2 と, その格子部分群 Γを考える. この時, 平坦トーラス Γ\E2 のシ
ストールは

min{‖γ1x− γ2x‖ | γ1, γ2 ∈ Γ, x ∈ E2}

となり, 図 1で言う赤の線分の長さに相当する (この場合は最短閉曲線は一意でない ).

簡単のため, 平坦トーラス Γ\E2 上のシストール不等式を説明する.

定理 1 (e.g. 1.A.1 of [7]). 格子部分群 Γによらない定数 C2 があって,

sys(Γ\E2) ≤ C2V ol(Γ\E2)
1
2

を満たす.

証明は次のようになされる. p : E2 → Γ\E2 を被覆写像とし, 正数 R > 0 を V ol(B(R)) =

V ol(Γ\E2)となるよう選ぶ (B(R)は半径 R の球 ). この時, p|B(R) は単射ではなく, したがってあ
る γ ∈ Γがあって ‖x− γx‖ ≤ ‖x‖+ ‖γx‖ ≤ 2Rである. 一方で V ol(B(R)) = πR2 であるから,

sys(Γ\E2) ≤ ‖x− γx‖ ≤ 2R =
2√
π
V ol(B(R))

1
2 =

2√
π
V ol(Γ\E2)

1
2 .

注意 1. この方法で得られる定数 C2 = 2√
π
は最適ではなく, 実際は C2 =

√
2√
3
で証明できる. また

その等号成立条件は Γが図 1のように正三角形を張るときに限る.

  

図 1: トーラスの被覆写像



シストール不等式は平坦トーラスに限らず, 閉曲面や aspherical な多様体などに一般化されてき
た. 最も広いクラスはグロモフによる essential多様体についてのもので, 彼は定数 Cn (n = dimM)

について
sys(M) ≤ CnV ol(M)

1
n

であることを示した [6]. ここで多様体が essentialであることの定義はしないが, 重要なことは定数
が (ハウスドルフ,位相)次元 nにのみ依存していることである.

今回のテーマであるサブリーマン多様体上のシストール不等式を考えるうえで, まず考えなければ
ならないのが弧長と体積である. 弧長はよく知られている通り, length(c) =

∫ √
g(ċ(t), ċ(t))dtで定

義される (ċ(t) ∈ E a.e.). 体積は 2.2 節で定義されるポップ体積を考える. ポップ体積は ‘よい’ サ
ブリーマン多様体上に定義される等長不変な体積形式 dµで, それによりボレル可測集合 Aの体積を
V ol(A) =

∫
A
dµとして定義する (‘よい’については注意 3).

また空間は, 2.1節で定義されるカルノー群 (の商空間)という特別な場合を扱う. カルノー群の特
徴づけとして Dilationと呼ばれる, ユークリッド空間におけるスカラー倍に相当する概念の存在があ
げられる [8]. また ‘よい’サブリーマン多様体の接錘はカルノー群に等長になる [9]. これらの特徴づ
けから, カルノー群の商空間はリーマン幾何における平坦トーラスを考えたと思って差し支えない.

2 準備
2.1 カルノー群
g をべき零リー環, [·, ·] : g ⊗ g → g をリー括弧積とする. べき零性からある k ∈ N があって

[g, [g, · · · , g] · · · ]︸ ︷︷ ︸
k+1

= {0}となる. この時, gは k-stepであるという. また, gのベクトル空間としての

直和分解 g =
⊕k

i=1 Vi で [Vi, Vj ] = Vi+j を満たすものがあるとき, gは stratifiedであるという. 以
降 gは stratifiedであると仮定する.

注意 2. このような直和分解はリー代数の同型を除いて一意.

リー群の一般論から, 連結かつ単連結なべき零リー群Gで付随するリー環が gとなるものが一意に
存在する (これにより Gが k-stepである, stratifiedであるなどと言う).

〈·, ·〉1 を V1 上の内積とする. この時, カルノー群は次のように定義される.

定義 1. 三つ組 (G,V1, 〈·, ·〉1)をカルノー群という.

カルノー群上のサブリーマン計量は次のように定義される. p ∈ Gに対し, Lp : G → G, x 7→ px

とし, gを TeGに同一視する. Ep = Lp∗V1 とすれば, E =
⊔
Ep は TM の部分束になる. また計量

g を gp((Lp)∗u, (Lp)∗v) = 〈u, v〉1 で定める (u, v ∈ V1). これによりサブリーマン多様体 (G,E, g)

を得る. 定義から誘導される距離 dは左不変 (d(px, py) = d(x, y))となる.

例 3. • ユークリッド空間 En は 1-stepカルノー群.

•
H = {(z, t) ∈ C× R | (z1, t1) · (z2, t2) = (z1 + z2, t1 + t2 + 2Im(z1z2))



はハイゼンベルグ群と呼ばれる. ハイゼンベルグ群は V1 = Span{∂x − 2y∂t, ∂y + 2x∂t},
V2 = Span{∂t}および適当な内積 〈·, ·〉1 によって 2-stepカルノー群である (z = x+

√
−1y).

■Baker–Campbell–Hausdorff formula exp : g → Gを指数写像とする. すなわち, 左不変ベクトル
場 X ∈ gに対して, その積分曲線を IX : R → Gとしたとき, exp(X) = IX(1)と定義する. gがべ
き零で Gが単連結であるとき, 指数写像 expは微分同相写像になることが知られている. 次に述べる
Baker–Campbell–Hausdorff formulaは, リー群の積をリー括弧積を用いて記述できるという意味で
有用である.

定理 2. q ∈ Nと (n1, . . . , nq) ∈ {1, 2}q に対し, 定数 C(n1, . . . , nq) ∈ Rで次を満たすものが存在す
る; 任意の X1, X2 ∈ gに対し,

exp(X1) · exp(X2) (1)

= exp

X1 +X2 +
1

2
[X1, X2] +

∑
q>2

∑
(n1,...,nq)∈{1,2}q

C(n1,...,nq)[Xn1
, [Xn2

, . . . , Xnq
] · · · ]

 . (2)

ここで, 定数 C(n1,...,nq) はリー群の構造によらず, また gがべき零の場合には有限和となる.

特に Gが 2-stepの場合, [·, ·]c を群の交換子 [x, y]c = xyx−1y−1 とすれば,

[exp(X1), exp(X2)]c = exp([X1, X2])

となり, リー群 Gの交換子とリー代数 gのリー括弧積が同一視できる.

■Dilation 正数 t > 0に対し, リー代数同型写像 δt : g → gを δt(
∑k

i=1 Ui) =
∑k

i=1 t
iUi で定義す

る (Ui ∈ Vi). この δt は Dilationと呼ばれる. 指数写像 expとその逆 log : G → gを介することで,

δt を G上の微分同相写像とみなすことができる.

Dilationは次の意味で, ベクトル空間のスカラー倍の類似であると言える;

d(δt(x), δt(y)) = td(x, y).

特に半径 tの球 B(t) ⊂ Gとハール測度mに関して,

m(B(t)) = m(δt(B(1))) = tQm(B(1)) (3)

が成立する. ここで, Q =
∑k

i=1 i dimVi であり, Mitchell [9]によりこれはハウスドルフ次元に一致
する.

2.2 ポップ体積
リーマン多様体 (M, g)に対し, その上の自然な体積形式は dvolg =

√
det(g)ij で与えられる. ポッ

プ体積はこの体積形式の一般化であり, Popp により考案され Montgomery による本 [10] で導入さ
れた.

端的に言うと, ポップ体積とは V1 上の内積 〈·, ·〉)から g上の内積 〈·, ·〉P を構成することで得られ
る. 構成のために補題を用意する.



補題 1 (Lemma 20.3 in [1]). (E, 〈·, ·〉E)を内積空間, V をベクトル空間, f : E → V を全射線形写
像とする. この時, V 上のノルム ‖ · ‖V を

‖v‖V = min{‖u‖E | v = f(u)}

で定義すれば, このノルムは V 上に内積を誘導する.

つまり, ノルムの定義に加えて parallelogram lawを満たすことが確認される. この補題を用いて,

各 Vi 上に内積を構成する. テンソル積 V ⊗i
1 上に内積は

〈X1 ⊗ · · · ⊗Xi, Y1 ⊗ · · · ⊗ Yi〉⊗i =
i∏

j=1

〈Xj , Yj〉1

で自然に定義される. また πi : V
⊗i
1 → Vi を X1 ⊗ · · · ⊗Xi 7→ [X1, [X2, · · · , Xi] · · · ]により定義す

る. πi : (V
⊗i
1 , 〈·, ·〉⊗i) → Vi は全射線形写像なので, 補題 1から Vi 上に内積 〈·, ·〉i が定義できる. さ

らに g上の内積 〈·, ·〉P を, 各 Vi 上で 〈·, ·〉i に一致し, 各 Vi と Vj が直交するように定義する.

定義 2. ポップ体積 dµは, g =
⊕

Vi 上の内積 〈·, ·〉P から誘導される体積形式である.

ポップ体積は (局所)等長不変な体積形式であり [3], 特にカルノー群は左不変な計量であることか
ら, ハール体積となる. 今回はポップ体積の係数に着目する.

注意 3. ポップ体積は, より一般に equiregularなサブリーマン多様体上で定義される. サブリーマン
多様体が equiregularであるとは, E

(i)
x := [E, [E, · · · , E] · · · ]x︸ ︷︷ ︸

i

に対し, dimE
(i)
x = dimE

(i)
y が任意

の x, y ∈ M , i = 1, . . . , k に対して成立することを言い, カルノー群も equiregularである.

構成はサブリーマン多様体の各接空間をカルノー群で近似し, カルノー群上のポップ体積をサブ
リーマン多様体上の体積形式に移植することでなされる.

3 主定理
(G,V1, 〈·, ·〉1)を k-step カルノー群, di = dimVi とする. 今回紹介する定理は次である.

定理 3 ([11]). ある定数 C = C(d1, . . . , dk) > 0が存在して, 任意のカルノー群 (G,V1, 〈·, ·〉1)と格
子部分群 Γ < Gに対して,

sys(Γ\G) ≤ C · vol(Γ\G)
1
Q

が成立する.

定数 C はリー群 G, 格子部分群 Γ, 内積 〈·, ·〉1 の選び方によらない.

注意 4. d1, d2 の上限はハウスドルフ次元 Qで書けるため, 定数は Qの形で書くこともできる.



3.1 証明のアイデア; 2-stepの場合
以下簡単のため, G が 2-step であると仮定する. 1.2 で述べたトーラス Γ\E2 の場合の証明
を, 次のように踏襲できる. p : G → Γ\G を被覆写像とする. この時, 正数 R > 0 が存在して
vol(B(R)) = vol(Γ\G)となるものが存在する. 2.1節 (3)から, vol(B(R)) = RQvol(B(1))である.

したがって
sys(Γ\G) ≤ 2R = 2vol(B(1))−

1
Q vol(Γ\G)

1
Q .

この議論から, 単位球体の体積 vol(B(1))の下限が d1, d2 のみに依存した定数で抑えられることを
示せば十分である (体積を具体的に計算することは難しい).

内積空間 (Vi, 〈·, ·〉i) (i = 1, 2)に対し, Bi(r)を半径 r の球とする.

命題 1. 正定数 ri = ri(d1, d2)が i = 1, 2に対して存在して,

exp(B1(r1)×B2(r2)) ⊂ B(1)

である.

exp(B1(r1) × B2(r2)) の体積は, n 次元ユークリッド空間の単位球体の体積 ωn を用いて
rd1
1 rd2

2 ωd1
ωd2
に一致する. これにより主定理が得られる.

Proposition 1の証明. Z ∈ V2, α = ‖Z‖2 とする. この時, d(e, exp(Z))の上限を αで与える. ノル
ム ‖ · ‖2 の定義から, ある {Xnj}n=1,...,N,j=1,2 が存在して{

Z =
∑N

n=1[Xn1, Xn2],

α =
√∑N

n=1 ‖Xn1‖1‖Xn2‖1

が成立. テンソル積の定義から, N ≤ d21, ‖Xn1‖1 = ‖Xn2‖1とすることができる. Baker–Campbell–

Hausdorff formula (1)から,

exp(Z) = exp

(
N∑

n=1

[Xn1, Xn2]

)
=

N∏
n=1

[exp(Xn1), exp(Xn2)]c.

三角不等式と距離の左不変性から,

d(e, exp(Z)) ≤ 2

N∑
n=1

d(e, exp(Xn1)) + d(e, exp(Xn2)) = 4

N∑
n=1

‖Xn1‖1.

l1 ノルムと l2 ノルムの比較から,

N∑
n=1

‖Xn1‖1 ≤

√√√√N

N∑
n=1

‖Xn1‖21 ≤ d1α.

これらを組み合わせて,
d(e, exp(Z)) ≤ 4d1α.



r1 = 1
2 , r2 = 1

8d1
とする. (Z1, Z2) ∈ B1(r1)×B2(r2)に対して,再びBaker–Campbell–Hausdorff

formulaと三角不等式から

d(e, exp(Z1 + Z2)) ≤ d(e, exp(Z1)) + d(e, exp(Z2)) ≤ 1.

よって命題が従う.

一般に k-stepの場合は, Baker–Campbell–Hausdorff formulaの高次の項が関わってくるので, 複
雑化するが同じアイデアで示せる.
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