
グラフのマグニチュードホモロジーと

Asao-Izumihara複体における離散モース理論

北海道大学大学院 理学院 数学専攻
田嶌 優 (Yu TAJIMA)

概 要

グラフ Gと次数 k，チェインの長さ ℓからマグニチュードホモロジーMHℓ
k(G)が定まる．

長さ ℓと次数 k が異なるとき MHℓ
k(G) = 0をみたすグラフを diagonalグラフと呼ぶ．マグ

ニチュードチェイン複体に対応する CW複体（Asao-Izumihara複体）が先行研究で定義され
た．本講演では，あるクラスの diagonalグラフのAsao-Izumihara複体が球面の１点和とホモ
トピー同値であると示したことを紹介する．本講演は，北海道大学の吉永正彦氏との共同研究
（[8]）に基づく．

1 導入

グラフGは頂点集合 V (G)と辺の集合 E(G)から定まる：G = (V (G), E(G)).グラフは各辺の
長さを 1とし，各頂点間の最短 pathの長さを距離と定めることで距離空間として考えることがで
きる．マグニチュードは距離空間に対して「有効な点の個数」をはかる不変量で，Leinsterによ
り定義された（[7]）．グラフのマグニチュードホモロジーは，マグニチュードの「圏化」として
Hepworth-Willertonにより導入されたホモロジーである（[4]）．別の言い方をすると，グラフの
マグニチュードホモロジーはマグニチュードに対して以下の関係式をみたすホモロジーとして定
義された（qは変数とする）．

#G =
∑
ℓ≥0

(∑
k≥0

(−1)k rankMHℓ
k(G)

)
qℓ. (1)

式 (1)の左辺はグラフGのマグニチュードを表し（定義 2.1），右辺のMHℓ
k(G)はGの長さ ℓ，次

数 kのマグニチュードホモロジー（定義 2.2）を表す．グラフGがMHℓ
k(G) = 0 (k 6= ℓ)をみたす

とき，Gを diagonalであるという．グラフのマグニチュードホモロジーは一般に計算が難しいが，
グラフGが diagonalであるときは (1)の式よりマグニチュードからマグニチュードホモロジーが
定まる．このことから，diagonalグラフについては先行研究でもよく考察されており，様々な結
果が示されている（[1], [3], [4]）．グラフのマグニチュードホモロジーの計算手法の一つとして，
単体複体を用いたものが [2]と [5]で示されている．このうち [2]ではグラフのマグニチュードチェ
イン複体に対応する単体複体Kℓ(a, b)と部分複体K ′

ℓ(a, b)のペアが定義されており，これらから
定まるCW複体Kℓ(a, b)/K

′
ℓ(a, b)をここではAsao-Izumihara複体と呼ぶ（詳細な定義は §3で）．

本講演では，pawful graphと呼ばれる（diagonalであることが知られている）グラフの Asao-

Izumihara複体が球面の１点和とホモトピー同値であると示したことを紹介する．証明には離散
モース理論を用いる．



2 グラフのマグニチュードとマグニチュードホモロジー

以下Gをグラフとし，有限，単純，かつ連結であることを仮定する．グラフGの辺の列

{v0, v1}, {v1, v2}, · · · , {vk−1, vk} ∈ E(G) (v0, v1, · · · , vk ∈ V (G))

を長さ kの pathと呼ぶ．グラフG上の距離関数 dG : V (G) × V (G) → Z≥0を，各頂点間にある
pathの長さの最小値で定める．

定義 2.1. グラフ Gに対して，成分に Q上の有理関数体 Q(q)の元をもつ |V (G)| × |V (G)|行列
ZGをZG :=

(
qd(x,y)

)
x,y∈V (G)

で定める（qは変数）．このとき，ZGは逆行列をもつので，Z−1
G の

(x, y)-成分を Z−1
G (x, y)と書く．グラフGのマグニチュードを次で定義する．

#G :=
∑

x,y∈V (G)

Z−1
G (x, y).

グラフGの頂点を並べてできる x = (x0, x1, · · · , xk) ∈ V (G)k+1が，任意の i ∈ {0, 1, · · · , k−1}
に対してxi 6= xi+1をみたすとき，xを sequenceという．Sequence x = (x0, x1, · · · , xk) ∈ V (G)k+1

に対して，y = (y0, y1, · · · , yk′) ∈ V (G)k
′+1が xの subsequenceである（y ≺ xと書く）とは，各

j ∈ {0, 1, · · · , k′}に対して yj = xij をみたす添字の列 0 = i0 < i1 < · · · < ik′ = kが存在すること
をいう．Sequence xの長さを L(x) := d(x0, x1) + d(x1, x2) + · · ·+ d(xk−1, xk)で定める． また，
xi (i = 1, · · · , k− 1)に対して L(x) = L((x0, · · · , x̂i, · · · , xk))が成り立つとき，xiは xで smooth

であるといい，smoothでないときは singularであるという．

定義 2.2. 長さ ℓ ≥ 0を固定する．グラフGのマグニチュードチェイン複体MCℓ
∗(G)を以下で定

義する．

MCℓ
k(G) :=

⊕
x∈{x=(x0,··· ,xk)∈V (G)k+1 : sequence |L(x)=ℓ }

Z〈x〉,

∂ : MCℓ
k(G) → MCℓ

k−1(G), ∂ :=

k−1∑
i=1

(−1)i∂i,

∂i〈x0, · · · , xk〉 :=

〈x0, · · · , x̂i, · · · , xk〉 (xi が xで smoothのとき),

0 (xi が xで singularのとき).

グラフGの長さ ℓ，次数 kのマグニチュードホモロジーをMHℓ
k(G) := Hk(MCℓ

∗(G))で定める．

定義 2.3. グラフGがMHℓ
k(G) = 0 (k 6= ℓ)をみたすとき，Gは diagonalであるという．

3 Asao-Izumihara複体

グラフのマグニチュードチェイン複体に対応する（定理 3.4をみたすような），単体複体と部分
複体のペアとして，[2]でKℓ(a, b)とK ′

ℓ(a, b)が定義された．

定義 3.1. 頂点 a, b ∈ V (G)と ℓ ≥ 3を固定し，

Pℓ(a, b) :=

{
x = (x0, · · · , xk) ∈ V (G)k+1

∣∣∣∣∣ x0 = a, xk = b, L(x) = ℓ,

任意の i ∈ {0, · · · , k − 1} に対して xi 6= xi+1.

}
と定める．集合Kℓ(a, b)とその部分集合K ′

ℓ(a, b)を以下で定める．



• Kℓ(a, b) := { ∅ 6= {(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ⊂ V (G) × {1, · · · , ℓ − 1} | (a, xi1 , · · · , xik , b) ≺
∃(a, x1, · · · , xℓ−1, b) ∈ Pℓ(a, b) },

• K ′
ℓ(a, b) := { {(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ∈ Kℓ(a, b) | L(a, xi1 , · · · , xik , b) ≤ ℓ− 1 }.

注意 3.2. (i) 混乱のないときは，{(xi1 , i1), · · · , (xik , ik)} ∈ Kℓ(a, b)を {xi1 , · · · , xik}と書く．

(ii) 集合Kℓ(a, b)は単体複体である．また，Kℓ−1(a, b)とK ′
ℓ(a, b)は，どちらもKℓ(a, b)の部分

複体であり，一般にKℓ−1(a, b) ( K ′
ℓ(a, b)となっている．

(iii) 単体複体Kℓ(a, b)上で部分複体K ′
ℓ(a, b)を一点につぶして得られるCW複体Kℓ(a, b)/K

′
ℓ(a, b)

をAsao-Izumihara複体と呼ぶ．

グラフのマグニチュードチェイン複体について，自然に成り立つこととして以下の命題がある．

命題 3.3 ([2], Proposition 2.9.). 長さ ℓ ≥ 0を固定する．このとき，chain complexとして以下の
直和分解が成り立つ．

MCℓ
∗(G) =

⊕
a,b∈V (G)

MCℓ
∗(a, b).

ただし，MCℓ
∗(a, b)は aで始まり bで終わる sequenceで生成される，チェイン複体MCℓ

∗(G)の部
分複体である．

定理 3.4 ([2], Theorem 4.3.). 長さ ℓ ≥ 3とし，∗ ≥ 0とする．頂点 a, b ∈ V (G)を固定する．こ
のとき，チェイン複体として次の同型が成り立つ：

(C∗(Kℓ(a, b),K
′
ℓ(a, b)),−∂̃) ∼= (MCℓ

∗+2(a, b), ∂).

例 3.5. サイクルグラフ C4 (図 1)を考える．長さ ℓ = 4とする．
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d

図 1: サイクルグラフ C4.

このとき，Asao-Izumihara複体K4(a, a)/K
′
4(a, a)が 2次元球面の１点和とホモトピー同値である

ことを確かめる．単体複体K4(a, a)のmaximal faceは以下である．

{(b, 1), (a, 2), (b, 3)}, {(b, 1), (a, 2), (d, 3)}, {(b, 1), (c, 2), (b, 3)},
{(b, 1), (c, 2), (d, 3)}, {(d, 1), (a, 2), (b, 3)}, {(d, 1), (a, 2), (d, 3)},
{(d, 1), (c, 2), (b, 3)}, {(d, 1), (c, 2), (d, 3)}.

また，部分複体K ′
4(a, a)は以下のようになる．

K ′
4(a, a) =


{(b, 1)}, {(a, 2)}, {(b, 3)}, {(d, 3)}, {(d, 1)}, {(a, 2), (b, 3)},
{(b, 1), (b, 3)}, {(b, 1), (a, 2)}, {(a, 2), (d, 3)}, {(d, 1), (a, 2)},
{(d, 1), (d, 3)}

 .

図 2にあるように，単体複体K4(a, a)は正八面体と同型で，部分複体K ′
4(a, a)は 2つの 1次元球

面の１点和とホモトピー同値である（図 2では，K ′
4(a, a)は赤で描かれている）．よって，Asao-

Izumihara複体K4(a, a)/K
′
4(a, a)は 3つの 2次元球面の１点和とホモトピー同値である．
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図 2: サイクルグラフ C4に対応する単体複体K4(a, a)と部分複体K ′
4(a, a).

4 主結果

定義 4.1. グラフGが以下の 2つの条件をみたすとき，Gを pawful graphと呼ぶ．

(i) 直径（2頂点間の距離の最大値）が 2以下である．

(ii) 距離について d(x, y) = d(y, z) = 2, d(x, z) = 1をみたす任意の x, y, z ∈ V (G)に対して，
d(a, x) = d(a, y) = d(a, z) = 1をみたす頂点 a ∈ V (G)が存在する．

定理 4.2. 長さ ℓ ≥ 3とし，Gを pawful graphとする．頂点 a, b ∈ V (G)を固定する．このとき，
Asao-Izumihara複体Kℓ(a, b)/K

′
ℓ(a, b)は，空または可縮または (ℓ − 2)次元球面の１点和とホモ

トピー同値である．

系 4.3 ([3], Theorem 4.4.). Pawful graphは diagonalである．

5 離散モース理論

今回は，単体複体における離散モース理論について，主定理の証明に必要な部分だけを [6]に
従って簡潔に紹介する．

定義 5.1. Poset P に対して，部分集合M ⊆ P × P が以下の 2つの条件をみたすとき，M を
partial matchingと呼ぶ．

(i) 任意の (a, b) ∈ M に対して a ≺ bが成り立つ．ただし a ≺ bは，「a < b」かつ「a < c < bを
みたす c ∈ P が存在しない」ことを意味する．

(ii) 各 a ∈ P は，M の元に 1回までしか出てこない．

定義 5.2. Poset P に対して，M ⊆ P × P を partial matchingとする．以下の形のサイクルが存
在しないとき，Mを acyclic matchingという．

b1 � a1 ≺ b2 � a2 ≺ · · · ≺ bp � ap ≺ bp+1 = b1.

ただし，(ai, bi) ∈ M (i = 1, 2, · · · , p), ai 6= aj , bi 6= bj (i 6= j), p ≥ 2とする．

定義 5.3. Poset P 上の partial matching M を考える．Poset P の元 aに対して，(a, b) ∈ M ま
たは (b, a) ∈ M をみたす b ∈ P が存在しないとき，aを critical elenmentという．

単体複体に関する離散モース理論の重要な結果として，以下の定理が知られている．これを主
定理の証明に用いる．



定理 5.4 ([6], Theorem 11.13.(b)). 単体複体 S の face posetを P とし，M ⊆ P × P を P 上の
acyclic matchingとする．また，critical elementのうち i-次元のものの個数を ciとする．このと
き，単体複体 Sは ci個の i-次元セルをもつ CW複体とホモトピー同値である．

6 主定理（定理4.2）の証明

Proof. Kℓ(a, b)/K
′
ℓ(a, b)を調べる．Kℓ(a, b)の face posetからK ′

ℓ(a, b)の元を除いたものを P と
おく．以下，{x1, · · · , xk−1} ∈ P を (x0, x1, · · · , xk−1, xk) (x0 = a, xk = b)と書く．このとき，
x = (x0, · · · , xk−1), y = (y0, · · · , yk) ∈ P に対して，以下の 2つは同値である．

• x ≺ y.

• d(yi, yi+2) = d(yi, yi+1) + d(yi+1, yi+2)かつ (x0, · · · , xk−1) = (y0, · · · , ŷi+1, · · · , yk)をみた
す i ∈ {0, · · · , k − 2}が存在する．

写像 p : {(x, y, z) ∈ V (G)3 | d(x, y) = d(y, z) = 2, d(x, z) = 1} → V (G)を (x, y, z) 7→ aで定
める．ただし，aは d(a, x) = d(a, y) = d(a, z) = 1をみたす点を一つ選んで固定したものであ
る．また，写像 q : {(x, y) ∈ V (G)2 | d(x, y) = 2} → V (G)を (x, y) 7→ bで定める．ただし，bは
d(x, b) = d(b, y) = 1をみたす点を一つ選んで固定したものである．次に，集合 Sを以下で定める．

S :=
{
(α, β, γ, δ) ∈ V (G)4 |d(α, δ) = 1, d(β, δ) = 2, d(α, β) = 1, γ = α

}
t

{
(α, β, γ, δ) ∈ V (G)4

∣∣∣∣∣ d(α, δ) = 2, d(β, δ) = 2,

d(α, β) = 1, γ = p(α, δ, β)

}
t {(β, γ, δ) ∈ V (G)3 | d(β, δ) = 2, γ = q(β, δ)}.

Face poset P の元 x = (x0, · · · , xk)に対して，(xi−1, xi, xi+1, xi+2) ∈ Sをみたす i ∈ {1, · · · , k−2}
が存在するとき，1番小さい iを i0とおく．ただし，(x0, x1, x2) ∈ Sのときは i0 = 0と定め，条
件をみたす iが存在しないかつ i0 6= 0のときは i0 = ∞と定める．また，d(xj , xj+1) = 2をみたす
j ∈ {0, · · · , k − 1}のうち，1番小さい jを j0とおく．条件をみたす jが存在しないとき j0 = ∞
とする．ここで，P の部分集合A,P ′, P ′′を以下で定める．

A := {x ∈ P | i0 = ∞かつ j0 = ∞},

P ′ := {x ∈ P | i0 > j0},

P ′′ := {x ∈ P | i0 < j0}.

写像 f : P ′ → P ′′ を，(x0, · · · , xk) 7→ (x0, · · · , xj0−1, xj0 , z, xj0+1, · · · , xk)で定める．頂点 z は，
j0 = 0のときは (x0, z, x1) ∈ Sをみたす点であり，j0 ≥ 1のときは (xj0−1, xj0 , z, xj0+1) ∈ Sをみ
たす点である．写像 g : P ′′ → P ′を，(y0, · · · , yk) 7→ (y0, · · · , ŷi0+1, · · · , yk)で定めると，

f ◦ g((y0, · · · , yk)) = f((y0, · · · , yi0 , yi0+2, · · · , yk))
= (y0, · · · , yi0 , z, yi0+2, · · · , yk)
= (y0, · · · , yk).

g ◦ f((x0, · · · , xk)) = g((x0, · · · , xj0 , z̃, xj0+1, · · · , xk)) = (∗).



ただし，zは，i0 = 0のときは (y0, z, y2) ∈ S, i0 ≥ 1のときは (yi0−1, yi0 , z, yi0+2) ∈ Sをみたす点で
一意に定まる．また，̃zは，j0 = 0のときは (x0, z, x1) ∈ S, j0 ≥ 1のときは (xj0−1, xj0 , z, xj0+1) ∈ S

をみたす点で一意に定まる．ここで，j0 ≥ 2のとき (xj0−1, xj0 , z, xj0+1) ∈ Sならば，d(xj0−1, z) ≤ 1

より (xj0−2, xj0−1, xj0 , z) /∈ Sがいえるので，

(∗) = (x0, · · · , xk).

よって，f ◦ g = idP ′′ , g ◦ f = idP ′ となるので，f は全単射である．

Poset P 上のmatching M ⊆ P × P を次で定める．

M := {(x, y) ∈ P × P | x ∈ P ′, y ∈ P ′′, f(x) = y}.

このとき，任意の (x, y) ∈ M は，x ≺ yをみたす．また，P ′ ∩P ′′ = ∅，f：単射より，各 x ∈ P は
M の元に 1回までしか出てこない．よって，M は partial matchingである．次に，M が acyclic

であることを示す．

Matching M に以下のサイクルが存在すると仮定する．

y1 � x1 ≺ y2 � x2 ≺ · · ·xp ≺ yp+1 = y1.

ただし，yt+1 = f(xt) (t ≥ 1)である．また，yt = (yt0, · · · , ytk) ∈ P ′′に対して，ytで smoothな点
の 1つ ytit+1を取り除いたものを xtとする．xt ∈ P ′に対して，j0を jtと書く．j1を jtで最小の
ものと仮定してよい．このとき，以下が成り立つ．

• jt = it (t ≥ 1)

• jt + 1 ≥ jt+1, jt 6= jt+1 (t ≥ 1)

• j2 = j1 + 1 (∵ j1の最小性より)

よって，y1 = (y0, · · · , yk)とすると，x1, y2, x2, y3は以下のように書ける．

x1 = (y0, · · · , yi1 , yi1+2, · · · , yk),
y2 = (y0, · · · , yi1 , z1, yi1+2, · · · , yk) (z1は (yi1−1, yi1 , z1, yi1+2) ∈ Sをみたす点),

x2 = (y0, · · · , yi1 , z1, yi1+3, · · · , yk),
y3 = (y0, · · · , yi1 , z1, z2, yi1+3, · · · , yk) (z2は (yi1 , z1, z2, yi1+3) ∈ Sをみたす点).

ここで，yt =: (yt0, · · · , ytk)と書くと，d(yti1 , y
t
i1+2) ≤ 1 (t ≥ 3)がいえる．以下に帰納法で示す．

(I) t = 3のとき
y3 = (y0, · · · , yi1 , z1, z2, yi1+3, · · · , yk)で，(yi1 , z1, z2, yi1+3) ∈ Sより，

• z2 = yi1

• z2 = p(yi1 , z1, yi1+3)

のいずれかが成り立つが，いずれの場合も d(y3i1 , y
3
i1+2) = d(yi1 , z2) ≤ 1がいえる．



(II) yt (t ≥ 3)について，d(yti1 , y
t
i1+2) ≤ 1と仮定する．

yt+1 = (yt0, · · · , ytit−1, y
t
it , zt, y

t
it+2, · · · , y

t
k) (ztは (ytit−1, y

t
it , zt, y

t
it+2) ∈ Sをみたす点)

と書ける．d(yti1 , y
t
i1+2) ≤ 1 (仮定)より it 6= i1で，it ≥ i1と合わせると，it ≥ i1+1である．

(i) it = i1 + 1のとき，(I)と同様に (ytit−1, y
t
it , zt, y

t
it+2) ∈ S より

d(yt+1
i1

, yt+1
i1+2

) = d(ytit−1, zt) ≤ 1

がいえる．

(ii) it ≥ i1 + 2のとき
d(yt+1

i1
, yt+1

i1+2
) = d(yti1 , y

t
i1+2) ≤ 1.

(I), (II)より，d(yti1 , y
t
i1+2) ≤ 1 (t ≥ 3)が成り立つ．よって，yti1+1は ytで smoothではないので，

jt = it 6= i1 = j1 (i ≥ 3)が分かり，j2 6= j1と合わせて jt 6= j1 (t ≥ 2)がいえる．一方，y1 = yp+1

より j1 = i1 = ip+1 = jp+1であるが，これは jt 6= j1 (t ≥ 2)と矛盾する．

以上で，M が acyclic matchingであることが示せた．単体複体Kℓ(a, b)の face poset上でM を
考えると，critical elementは Aの元とK ′

ℓ(a, b)の元だけである．定理 5.4より，A = ∅のときは
Kℓ(a, b)/K

′
ℓ(a, b)は可縮となる．集合A 6= ∅のとき，Aの元はすべて j0 = ∞をみたすので (ℓ− 2)

次元単体である．定理 5.4より，Kℓ(a, b)は，K ′
ℓ(a, b)にいくつかの (ℓ− 2)次元セルを貼り付けた

CW複体とホモトピー同値である．よって，Kℓ(a, b)/K
′
ℓ(a, b)はいくつかの (ℓ− 2)次元球面の１

点和とホモトピー同値である．
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