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概要

リーマン幾何学において最も重要な研究対象のひとつはリーマン多様体の曲率と

位相の関係を明らかにすることである. 本稿では完備リーマン多様体がコンパクトに

なるための古典的な十分条件を紹介し, 著者によるそれらの一般化を紹介する.

1 導入

本稿を通して n ⩾ 2 を自然数とし, (M, g) を n 次元の完備 Riemann 多様体とする.

リーマン幾何学において最も自然かつ重要な問題のひとつはリーマン計量から定まる曲率が

多様体に及ぼす幾何学的性質を解き明かすことである. リーマン計量から定まる曲率には

主にリーマン曲率, リッチ曲率, スカラー曲率の 3 つがある. その中でリッチ曲率は曲面の

ガウス曲率を高次元に一般化した体積の膨張度を測るような曲率であり, リーマン幾何学の

重要な定理の多くはリッチ曲率の言葉を用いて記述される. 1982年に S.T. Yau は

3 次元以上の多様体はリッチ曲率が常に負となるようなリーマン計量を許容するか？

という問題を提案した. この問題は多くの数学者たちによって研究され, 3 次元の場合は

L.Z Gao と S.-T. Yau [9] によって肯定的に解決され, 3 次元以上の場合は J. Lohkamp

[13] によって肯定的に解決された. 対照的に S.B. Myers [15] は完備リーマン多様体の

リッチ曲率が下から正の定数で抑えられるならば, そのような多様体はコンパクトになり,

直径は上から抑えられることを証明した.

定理 1 (S.B. Myers [15]). If there exists some positive constant λ > 0 such that the Ricci

curvature satisfies Ricg ⩾ (n− 1)λg, then (M, g) is compact and the diameter of (M, g)

has the upper bound

diam(M, g) ⩽ π√
λ
.

定理 1 の帰結として非コンパクトな完備リーマン多様体のリッチ曲率は下から正の

定数で抑えられないことが導かれ, 下から正の定数で抑えられるようなリッチ曲率を持つ

完備リーマン計量が存在するための位相的な障害を与える. リッチ曲率とリーマン多様体の
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位相の関係については多くの先行研究があるにも関わらず完全な理解には程遠い状況で,

現在でも活発に研究されている重要な話題である. 定理 1 はリッチ曲率が下から正の定数で

抑えられているという条件を弱い条件に置き換えることで様々な方向へ一般化されてきた.

ここではそのような一般化のうち幾つかを紹介する. W. Ambrose [1] は測地線に沿った

リッチ曲率の積分を仮定することで 定理 1 の最初の一般化を与えた.

定理 2 (W. Ambrose [1]). If there exists some point p ∈ M for which every geodesic

γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies∫ +∞

0

Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt = +∞,

then (M, g) is compact.

定理 2 は多くの数学者たちによって改良されてきた. G.J. Galloway [8] は測地線に

沿ったリッチ曲率の減衰の情報を与えるような定理 2 の一般化を与えた.

定理 3 (G.J. Galloway [8]). If there exists some point p ∈ M for which every geodesic

γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies

(1.1)

∫ +∞

0

tλ Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt = +∞

for some constant λ ∈ [0, 1), then (M, g) is compact.

定理 3 は最初に A. Avez [2] によってリッチ曲率が非負であるという条件のもとで

証明された. A. Avez による定理では条件 (1.1) は条件

(1.2)

∫ +∞

t0

tλ Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt >
n− 1

1− λ

1

t1−λ
0

に置き換えられた. ここで t0 > 0 と λ ∈ [0, 1) は定数である. 定理 3 ではリッチ曲率の

符号に関する条件は仮定されていないが, G.J. Galloway [8] はリッチ曲率が非負という

条件を課せば条件 (1.1) と (1.2) はさらに改良されることを証明した.

定理 4 (G.J. Galloway [8]). Suppose that the Ricci curvature is non-negative. If there

exists some point p ∈ M for which every geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p

satisfies

(1.3)

∫ +∞

t0

tλ Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt > (n− 1)
(2− λ)2

4(1− λ)

1

t1−λ
0

for some constants t0 > 0 and λ ∈ [0, 1), then (M, g) is compact.

P. Mastrolia, M. Rimoldi, G. Veronelli [14] はリッチ曲率が下から非正の定数で

抑えられているという状況の下で定理 4 の一般化を証明した.



定理 5 (P. Mastrolia, M. Rimoldi, and G. Veronelli [14]). Suppose that the Ricci

curvature satisfies Ricg ⩾ −B2g for some non-negative constant B ⩾ 0. If there exists

some point p ∈ M for which every geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies

either the condition

(1.4)

∫ b

a

tλ Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt > B
√
n− 1

bλ + aλ
exp

(
2Ba√
n−1

)
+ 1

exp
(

2Ba√
n−1

)
− 1


+ (n− 1)

λ2

4(λ− 1)
(bλ−1 − aλ−1)

or the condition

(1.5)

∫ b

a

tRicg(γ̇(t), γ̇(t))dt > B
√
n− 1

b+ a
exp

(
2Ba√
n−1

)
+ 1

exp
(

2Ba√
n−1

)
− 1

+
n− 1

4
ln

b

a

for some constants a, b, and λ such that 0 < a < b and λ ̸= 1, then (M, g) is compact.

注意. In the case of B = 0, (1.4) and (1.5) must be intended in a limit sense. Namely,

the integral conditions (1.4) and (1.5) must be replaced, respectively, by

(1.6)

∫ b

a

tλ Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt > (n− 1)aλ−1 + (n− 1)
λ2

4(λ− 1)
(bλ−1 − aλ−1)

and ∫ b

a

tRicg(γ̇(t), γ̇(t))dt > (n− 1)

(
1 +

1

4
ln

b

a

)
.

When λ ∈ [0, 1), by taking the limit b → +∞, (1.6) recovers (1.3).

多様体 M 上の連続関数 f : M → R に対して M 上の非負連続関数 f+ : M → R を

f+(x) := max{f(x), 0}

で定義する. f+(x) = 0 は任意の x ∈ M に対して f(x) = 0 が成り立つことと同値である.

完備リーマン多様体 (M, g)のリッチ曲率が正の定数 λ > 0に対して Ricg ⩾ (n−1)λg を

満たせば, 定理 1 より (M, g) はコンパクトであり, その直径は diam(M, g) ⩽ π√
λ
を満たす.

このとき任意の単位速度の測地線 γ = γ(t) に対して Ricg(γ̇(t), γ̇(t)) ⩾ (n− 1)λ となり

(1.7) ((n− 1)λ− Ricg(γ̇(t), γ̇(t)))+ = 0

が成り立つ. J.-G. Yun [37] は (1.7) を弱めることで 定理 1 の一般化を証明した.

定理 6 (J.-G. Yun [37]). For any positive constants λ > 0 and ε > 0, there exists an

explicit positive constant δ = δ(n, λ, ε) > 0 such that if there exists some point p ∈ M

for which every geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies∫ +∞

0

((n− 1)λ− Ricg(γ̇(t), γ̇(t)))+ dt < δ(n, λ, ε),



then (M, g) is compact and the diameter from p satisfies diamp(M, g) ⩽ π√
λ
+ ε.

また B.-Y. Wu [35] は (1.7) を弱めることで 定理 1 の一般化を証明した.

定理 7 (B.-Y. Wu [35]). If there exist some constants λ > 0 and Λ ⩾ 0 such that for

any point p ∈ M and each minimal geodesic γ emanating from p, the Ricci curvature

satisfies ∫
γ

((n− 1)λ− Ricg(γ̇(t), γ̇(t)))+ dt ⩽ Λ,

then (M, g) is compact. Moreover, the diameter of (M, g) has the upper bound

diam(M, g) ⩽ π√
λ
+

Λ

(n− 1)λ
.

Λ = 0 ならば 定理 7 は 定理 1 に帰着される. 一方で E. Calabi [5] はリッチ曲率が非負

であるという仮定の下で完備リーマン多様体がコンパクトになるための十分条件を与えた.

定理 8 (E. Calabi [5]). Suppose that the Ricci curvature is non-negative. If there exists

some point p ∈ M for which every geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies

lim sup
s→+∞

{∫ s

0

√
Ricg(γ̇(t), γ̇(t))dt−

√
n− 1

2
ln s

}
= +∞,

then (M, g) is compact.

J. Cheeger, M. Gromov, M. Taylor [6] はある領域の外側でリッチ曲率の 2次の減衰を

仮定して完備リーマン多様体がコンパクトになるための十分条件を与えた.

定理 9 (J. Cheeger, M. Gromov, and M. Taylor [6]). If there exist some point p ∈ M

and positive constants r0 > 0 and ν > 0 such that the Ricci curvature satisfies

(1.8) Ricg(x) ⩾ (n− 1)
( 14 + ν2)

r2(x)
g(x)

for all x ∈ M satisfying r(x) ⩾ r0, where r(x) denotes the distance between p and x,

then (M, g) is compact. Moreover, the diameter of (M, g) from p has the upper bound

diamp(M, g) ⩽ r0 exp
(π
ν

)
.

定理 9 には興味深い一般化が存在する. この一般化を紹介するために記号の準備をしよう.

まず正の数 r > 0 に対して L0(r) := r と定め, 自然数 k ⩾ 1 に対して

Lk(r) := ln ◦ ln ◦ · · · ◦ ln︸ ︷︷ ︸
k-times

(r)

とおく. このとき r > e ↑↑ (k − 1) に対して Lk(r) > 0 が成り立つ. ここで

e ↑↑ k := ee
. .

.e︸ ︷︷ ︸
k-times



であり, e ↑↑ 0 := 1 とする. さらに実数 x ∈ R と整数 k ⩾ 0 に対して e0(x) := x

かつ ek+1(x) := exp(ek(x)) とおき, 整数 k ⩾ 0 に対して ek := ek(0) とおく. このとき

ek = e ↑↑ (k − 1) および Lk(ek) = 0 が成り立つ. 自然数 k ⩾ 1 と正の数 ν > 0 に対して

Ak,ν(r) :=
1

4

{
1

L2
0(r)

+
1

(L0(r)L1(r))2
+ · · ·+ 1

(L0(r)L1(r)L2(r) · · ·Lk−2(r))2

+
1 + 4ν2

(L0(r)L1(r)L2(r) · · ·Lk−1(r))2

}

とおく. ここで r > ek−1 である. この設定のもとで (1.8) は

Ricg(x) ⩾ (n− 1)A1,ν(r(x))g(x)

と書き表される. V. Boju と L. Funar [4] は定理 9 で仮定されたリッチ曲率の減衰 (1.8) を

弱いものに置き換えて完備リーマン多様体がコンパクトになるための十分条件を与えた.

定理 10 (V. Boju and L. Funar [4]). If there exist some point p ∈ M , natural

number k ⩾ 1, and positive constants r0 > ek−1 and ν > 0 such that the Ricci curvature

satisfies

(1.9) Ricg(x) ⩾ (n− 1)Ak,ν(r(x))g(x)

for all x ∈ M satisfying r(x) ⩾ r0, where r(x) denotes the distance between p and x,

then (M, g) is compact. Moreover, the diameter of (M, g) from p has the upper bound

diamp(M, g) ⩽ ek−1

(
Lk−1(r0) exp

(π
ν

))
.

最近 J. Wan [31] はリッチ曲率の減衰 (1.9) がさらに改良出来ることを証明した.

定理 11 (J. Wan [31]). If there exist some point p ∈ M and positive constants r0 > 0

and k ⩾ 2 such that the Ricci curvature satisfies

Ricg(x) ⩾
C(n, r0, k)

(r0 + r(x))k
g(x)

for all x ∈ M , where r(x) denotes the distance between p and x, then (M, g) is compact.

Here the constant C(n, r0, k) may be taken as

C(n, r0, k) =

{
(n− 1) (k−1)k

(k−2)k−2 r
k−2
0 k > 2,

(n− 1)
(
1 + r0

ε

)
for any ε > 0 k = 2.



　
2 結果

ここからはリッチ曲率を拡張する曲率を紹介し, 定理 1 やその一般化に対する対応物を

与える. Riemann 多様体 (M, g) 上で定義された滑らかな関数 f : M → R と定数
m ∈ (−∞,+∞] に対して m-Bakry–Émery リッチ曲率 [3] を

Ricmf :=


Ricg m = n,

Ricg +Hess f − 1

m− n
df ⊗ df m ∈ (−∞, n) ∪ (n,+∞),

Ricg +Hess f m = +∞

で定義する. ここで Hess f は関数 f のヘッシアンを表す. 簡単のため

Ricf := Ricg +Hess f

とおき, Bakry–Émery リッチ曲率 という. f : M → R を ポテンシャル関数 という.

m < +∞ のとき, 滑らかな正値関数 v : M → R+ を

v := exp

(
f

n−m

)
で定義する. ここで R+ := {x ∈ R : x > 0} は正の実数全体の集合を表す. より一般的に

Riemann 多様体 (M, g) 上で定義された滑らかなベクトル場 V ∈ X(M) と定数

m ∈ (−∞,+∞] に対して m-変形 Bakry–Émery リッチ曲率 [11] を

RicmV :=



Ricg m = n,

Ricg +
1

2
LV g −

1

m− n
V ∗ ⊗ V ∗ m ∈ (−∞, n) ∪ (n,+∞),

Ricg +
1

2
LV g m = +∞

で定義する. ここで LV はベクトル場 V による Lie 微分を表し, V ∗ はベクトル場 V の

Riemann 計量 g による双対を表す. 簡単のため

RicV := Ricg +
1

2
LV g

とおき, 変形 Bakry–Émery リッチ曲率 という. V ∈ X(M) を ポテンシャルベクトル場

という. m-Bakry–Émery リッチ曲率や m-変形 Bakry–Émery リッチ曲率はリッチ曲率を

用いて書き表される多くの重要な定理をポテンシャル関数とポテンシャルベクトル場の

適切な仮定の下で自然に拡張することが知られており, 多くの数学者が定理 1 や

その一般化を m-Bakry–Émery リッチ曲率や m-変形 Bakry–Émery リッチ曲率の場合へ

拡張している [7, 10–12, 16–30, 32–36, 38]. そのような拡張のうち, 本稿では主に著者が

m ∈ (−∞, 1] の場合の m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて得た結果を述べる. 定理 2 は

m ∈ (−∞, 1] のとき m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて次のように拡張される.



定理 12 ([26]). Let m ∈ (−∞, 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. Set v := exp( f
n−m ). If there exists some point p ∈ M for which every geodesic

γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies∫ +∞

0

v2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))dt = +∞,

then (M, g) is compact.

定理 6と定理 7は m ∈ (−∞, 1]のとき m-Bakry–Émeryリッチ曲率を用いて次のように

拡張される. 同時にこれらは定理 1 の m-Bakry–Émery リッチ曲率への拡張も与える.

定理 13 ([26]). Let m ∈ (−∞, 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. Set v := exp( f
n−m ). For any positive constants λ > 0 and ε > 0, there exists an

explicit positive constant δ = δ(n,m, vmax, λ, ε) > 0 such that if there exists some point

p ∈ M for which every geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies∫ +∞

0

(
(n−m)λ− v2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))

)
+
dt < δ(n,m, vmax, λ, ε),

then (M, g) is compact and the diameter from p satisfies diamp(M, g) ⩽ π√
λ
vmax + ε.

定理 14 ([29]). Let m ∈ (−∞, 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. If there exist some constants λ > 0 and Λ ⩾ 0 such that for any point p ∈ M

and each minimal geodesic γ emanating from p, the m-Bakry–Émery Ricci curvature

satisfies ∫
γ

(
(n−m)λ− v2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))

)
+
dt ⩽ Λ,

then (M, g) is compact. Moreover, the diameter of (M, g) satisfies

diam(M, g) ⩽ π√
λ
vmax +

Λ

(n−m)λ
.

定理 5 は m ∈ (−∞, 1] のとき m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて次のように拡張

される. この系として定理 4 の m-Bakry–Émery リッチ曲率への拡張も得られる.

定理 15 ([28]). Let m ∈ (−∞, 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. Suppose also that the m-Bakry–Émery Ricci curvature satisfies Ricmf ⩾ −B2g

for some non-negative constant B ⩾ 0. If there exists some point p ∈ M for which every

geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies either the condition

(2.1)

∫ b

a

tλv2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))dt > B
√
n−mv2max

bλ + aλ
exp

(
2Ba√
n−m

)
+ 1

exp
(

2Ba√
n−m

)
− 1


+ (n−m)v2max

λ2

4(λ− 1)
(bλ−1 − aλ−1)



or the condition

(2.2)

∫ b

a

tv2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))dt > B
√
n−mv2max

b+ a
exp

(
2Ba√
n−m

)
+ 1

exp
(

2Ba√
n−m

)
− 1


+

n−m

4
v2max ln

b

a

for some constants a, b, and λ such that 0 < a < b and λ ̸= 1, then (M, g) is compact.

注意. In the case of B = 0, (2.1) and (2.2) must be intended in a limit sense. Namely,

the integral conditions (2.1) and (2.2) must be replaced, respectively, by∫ b

a

tλv2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))dt > (n−m)v2maxa
λ−1 + (n−m)v2max

λ2

4(λ− 1)
(bλ−1 − aλ−1)

and ∫ b

a

tv2(γ(t))Ricmf (γ̇(t), γ̇(t))dt > (n−m)v2max

(
1 +

1

4
ln

b

a

)
.

定理 8 は m ∈ (−∞, 1] に対する m-Bakry–Émery リッチ定理がある点で負になることを

許容した上で次のように拡張される.

定理 16 ([28]). Let m ∈ (−∞, 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above. If there exist some point p ∈ M , non-negative constant B ⩾ 0, and positive

constant t0 > 0 for which every geodesic γ : [0,+∞) → M emanating from p satisfies

either the condition

Ricmf (γ̇(t), γ̇(t)) ⩾ −B2

t2
for all t > 0

with

lim sup
s→+∞

{∫ s

t0

√
v2(γ(t))

(
Ricmf (γ̇(t), γ̇(t)) +

B2

t2

)
dt−

√
n−m

4
+B2vmax ln s

}
= +∞,

then (M, g) is compact.

定理 10 は m ∈ (−∞, 1] のとき m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いて次のように拡張

される. この系として定理 9 の m-Bakry–Émery リッチ曲率への拡張も得られる.

定理 17 ([30]). Let m ∈ (−∞, 1]. Suppose that the potential function is bounded from

above and put v := exp( f
n−m ). Suppose also that there exist some point p ∈ M , natural

number k ⩾ 1, and positive constants r0 > ek−1 and ν > 0 such that the m-Bakry–

Émery Ricci curvature satisfies

v2(x)Ricmf (x) ⩾ (n−m)v2max Ak,ν(r(x))g(x)



for all x ∈ M satisfying r(x) ⩾ r0, where r(x) denotes the distance between p and x.

Then (M, g) is compact. Moreover, the diameter of (M, g) from p has the upper bound

diamp(M, g) ⩽ ek−1

(
Lk−1(r0) exp

(π
ν

))
.

定理 11 はポテンシャル関数が有界であるという仮定の下で Bakry–Émery リッチ曲率へ

次のように拡張される.

定理 18 ([27]). Suppose that there exists some non-negative constant 0 ⩽ H < +∞
such that the potential function satisfies |f | ⩽ H. If there exist some point p ∈ M and

positive constants r0 > 0 and k ⩾ 2 such that the Bakry–Émery Ricci curvature satisfies

Ricf (x) ⩾
C(n,H, r0, k)

(r0 + r(x))k
g(x)

for all x ∈ M , where r(x) denotes the distance between p and x, then (M, g) is compact.

Here the constant C(n,H, r0, k) may be taken as

C(n,H, r0, k) =

{
(n+ 4H − 1) (k−1)k

(k−2)k−2 r
k−2
0 k > 2,

(n+ 4H − 1)
(
1 + r0

ε

)
for any ε > 0 k = 2.

紙面の都合上, 指摘すべき多くの文献を割愛した. m-Bakry–Émery リッチ曲率と

変形 m-Bakry–Émery リッチ曲率を用いた定理 1 とその一般化の拡張については,

解説論文 [18, 22] も参考にして戴きたい.
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