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1 導入

Factorial GP 関数はmaximal orthogonal Grassmannian varietyの torus同変 K-theoryの Schubert類を表す特殊関
数である. この関数は Ikeda–Naruse[2]らによって導入され, strict partitionによって添字づけられる. この論文の中
で factorial GP 関数は 4つの表示-対称群を使った表示（Hall-Littlewood型公式）,pfaffianの有理式（Nimmo型公
式）,tableaux表示,diagrams表示-が与えられた. またこの関数は特殊化すれば Schurの P関数となる.

Schubert calcurusの基本問題の 1つは構造定数を求めることである. つまり factorial GP 関数の積を factorial GP
関数の 1次式で表したときの係数を求めることである. 一般の strict partitionを添字にもつ GP関数の構造定数に関
してはまだわかっていないが Chevalley公式という一方を特別な partitionつまり one boxに制限したときの構造定数
は Buch–Chaput–Mihalcea–Perrin[1]らによって与えられた. この公式を紹介する.

2 記号

nを自然数とする. (x) = (x1, x2, · · · , xn), (b) = (b1, b2, · · · ), β を formal parameterとする. Sn を n次対称群とする.
R(T ) = Z[e±t1 , · · · , e±tn+1 ]とおく.

定義 2.1. GΓn を次の条件を満たす多項式 f の集合とする.

(1) Z[β][x1, x2, · · · , xn]の元

(2) 変数 x1, x2, · · · , xn で対称

(3) f に 1 ≤ i < j ≤ nである i, j に対して xi = t, xj = ⊖t(= − t
1+βt )を代入したときこの多項式は tに依存しない.

ここで集合 GΓn は環になっている.

例 1.
∏n

i=1(1 + βxi)は GΓn の元である. (3)の条件は 1 + β(⊖t) = 1− βt
1+βt = 1+βt−βt

1+βt = (1 + βt)−1 より (1 + βt)

は打ち消しあうことからわかる. 条件 (1), (2)は明らか.

定義 2.2. 自然数の狭義単調減少列 λ = (λ1, λ2 · · · , λℓ) （つまり λi > λi+1）を strict partitionといい ℓを λの長
さ (length)という（また ∅は長さ 0の strict partitionと考える）. 長さ n以下の strict partitionの集合を SPnとお
く. つまり

SPn = {λ = (λ1 > λ2 > · · · > λℓ)|ℓ ≤ n, λi ∈ Z>0}

とおく. また第 1成分が n以下である strict partitionの集合を SP(n)とおく.つまり

SP(n) = {λ = (λ1 > λ2 > · · · > λℓ)|λ1 ≤ n, λi ∈ Z>0}

とおく.



この 2つの集合は SP(n) ⊂ SPn という包含関係がある.
strict partition λは次のように shifted Young diagram D(λ) = {(i, j) ∈ Z×Z|i ≤ j ≤ λi+ i− 1, 1 ≤ i ≤ ℓ(λ)}

と同一視できる.
例えば λ = (5, 3, 2)は次の図形と対応させる.

· · · · · · 5個の箱
· · · · · · 3個の箱
· · · · · · 2個の箱

これは 1 行目に 5 個の箱,2 行目に 3 個の箱,3 行目に 2 個の箱を 1 つずらして並べたものである. この partition
λ = (5, 3, 2)の長さは 3であるから λ ∈ SP3 であるが λ ̸∈ SP(3)である (∵ λ1 = 5 > 3).
今後はこの同一視で strict partitionと shifted young diagramを区別せずに用いる. つまり

SP(3) =
{
∅ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘

}

と同一視する. 一般の SPn,SP(n)に関しても同様である. この同一視のもとで rook stripを定義する.

定義 2.3. λ, µを strict partitionsとする. λ ⊂ µで λi ≤ µi, (1 ≤ i ≤ n)を表す. λ ⊂ µである 2つの partitionsにつ
いて µ/λで µの diagramから λを除いた diagramを表す. µ/λが rook stripとは同じ行 同じ列には 2つ以上の箱
がないことをいう. 言い換えると µは λに各行各列高々1個の箱をくっつけて得られる partitionである. また λ/λも
（これは ∅となる）rook stripに含める.

例 2. λ = (1) = のとき µ/λが rook stripとなる strict partition µは (1) = , (2) = の 2つである.

λ = (3, 1)のとき µ/λが rook stripとなる strict partionとなる µは (3, 1), (3, 2), (4, 1), (4, 2)の 4つでこれは次の
ように diagramを描けばわかる. ただし斜線部は (3, 1)を表している.
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R(T )⊗Z[β] GΓn 上に演算 ⊕,⊖を次で定義する.

x⊕ y = x+ y + βxy, x⊖ y =
x− y

1 + βy
.

ここで ⊕は結合法則が満たされ 0が単位元となり ⊖は ⊕の逆演算である. また ⊖x = −x
1+βx である. k ∈ Z>0 に

対して

[x|b]k = (x⊕ b1)(x⊕ b2) · · · (x⊕ bk)

と定義する. またこれを長さ ℓの strict partition λ = (λ1, λ2 · · · , λℓ)に拡張して

[x|b]λ =

ℓ∏
j=1

[xj |b]λj

で定義する.
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3 Factorial GP 関数とそのChevalley公式

定義 3.1. [2] λ ∈ SPn, ℓを λの長さとする. 関数 GPλ(x|b)を次で定義する.

GPλ(x|b) :=
1

(n− ℓ)!

∑
w∈Sn

w

[
[x|b]λ

∏
1≤i<j≤n,i≤ℓ

xi ⊕ xj

xi ⊖ xj

]
.

ここで xは n変数 x1, · · · , xn を Sn は n次対称群を表し w ∈ Sn は xの添字に作用する. また GP∅(x|b) = 1とおく.

定義から Factorial GP 関数は (β = 0,∀bi = 0で)特殊化すれば Schurの P関数が得られることがわかる.

命題 3.2. [2] λ ∈ SPn に対して GD
(n)
λ (x|1− et) ∈ R(T )⊗Z[β] GΓn を

GD
(n)
λ (x|1− et) =

{
GPλ(x1, x2, · · · , xn|1− et1 , · · · , 1− etn+1 , 0, · · · ) n : even

GPλ(x1, x2, · · · , xn, 0|1− et1 , · · · , 1− etn+1 , 0, · · · ) n : odd

とおく. このとき {GD
(n)
λ (x|1− et)|λ ∈ SPn}は R(T )⊗Z[β] GΓn の R(T )−basisとなる.

OG(n+1, 2n+2)を even orthogonal Grassmanninan varietyとし,KT (OG(n+1, 2n+2))をOG(n+1, 2n+2)の
torus同変K理論とする. Ωλを λに対する Schubert variety,OΩλ

をその構造層とするとこれはKT (OG(n+1, 2n+2))
の元 [OΩλ

]T を定める. さらにKT (OG(n+ 1, 2n+ 2))は {[OΩλ
]T |λ ∈ SP(n)}を R(T )−加群としての基底に持つこ

とが知られていてKT (OG(n+ 1, 2n+ 2))は環構造を持つことから,λ, µ ∈ SP(n)に対して

[OΩλ
]T [OΩµ

]T =
∑

ν∈SP(n)

cνλ,µ[OΩν ]T

と展開できることがわかる. Schubert calculusの基本的な問題の 1つはこの係数 cνλ,µ を求めることである. しかし一
般の λ, µ ∈ SP(n)に対してこの係数を求めることは難しい. そこで µ = (1)という特別な partitionに制限したとき
の cνλ,µを考える. これはChevallay公式とよばれ,[1]で与えられている. また µ = (µ1)というもう少し一般の場合は
Pieri公式と呼ばれ,まだ未解決である.

定理 3.3. [2] 次の写像は R(T )−代数として準同型でかつ全射である.

πn : R(T )⊗Z[β] GΓn −→ KT (OG(n+ 1, 2n+ 2)) GD
(n)
λ (x|1− et) 7→

{
[OΩλ

]T λ ∈ SP(n)

0 λ ̸∈ SP(n)

この対応により GD(n)(x|1− et)が つまり（偶数変数の）factorial GP 関数が Schubert類を表す特殊関数である
ことがわかる.

定理 3.4. [1](Chevalley公式)
nを偶数,λ ∈ SPn, ℓを λの長さとする. このとき

GPλ(x|b) ·GP (x|b) = β−1{Π(bλ)− 1}GPλ(x|b) + Π(bλ)
∑

µ/λ:r,s,µ̸=λ,µ∈SPn

β|µ/λ|−1GPµ(x|b)

が成り立つ. ここで

Π(bλ) =

{∏ℓ
i=1(1 + βbλi+1)

−1 ℓ : even

{
∏ℓ

i=1(1 + βbλi+1)
−1}(1 + βb1)

−1 ℓ : odd

を表す. また µ/λ : r, s は rook strip を表す（µ は λ に各行各列高々1 個の箱をくっつけて得られる shifted young
diagram）.

例 3. λ = のとき µとしてとれる partitionは ‘ ‘ ‘ の 4通りであった. これより

GP (x|b) ·GP (x|b) = β−1
(
Π(b )− 1

)
GP (x|b) + Π(b )

(
GP (x|b) +GP (x|b) + βGP (x|b)

)
である. ここで ℓ(λ) = 2より Π(b ) = (1 + βb4)(1 + βb2) である.
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