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概要
Cl 内のアフィン超平面の有限集合を超平面配置という．超平面配置のトポロジーにおいて，超
平面配置が実超平面を複素化して得られる場合は，補集合のセル分割が実構造を用いて記述され
ることが知られている．本稿では，特に l = 2 すなわち直線配置の場合に対して，より精密な情
報であるハンドル分解を得ることができたので，それを紹介する．また，直線配置の補集合は実
4次元多様体となり，Kirby図式によりハンドル分解を表すことができる．直線配置の補集合の
Kirby図式を，ディバイドの一般化であるカスプ付きディバイドを用いて記述することができた
ので，それについても紹介する．本講演の内容は，吉永正彦氏 (北海道大学) との共同研究に基
づく．

1 導入
Cl 内のアフィン超平面の有限集合 A = {H1, · · · ,Hn}を超平面配置という．超平面配置のトポロ

ジーにおいて補集合M(A) = Cl \
⋃

H∈A H は重要な対象であり，「超平面配置の組み合わせ論的な
構造から補集合M(A)のトポロジカルな情報をどれくらい取り出せるか」というのは大きな問題意
識である．また，M(A)の持つトポロジカルな性質として，極小セル分割を持つことがあげられる．
極小セル分割とは，k次の Betti数 bk(M(A))が k次元のセルの個数と等しくなるようなセル分割の
ことである ([DP] ,[R], l = 2の場合については [F]) ．極小セル分割の存在の証明自身は具体的なセ
ルの接着写像は与えていないが，実超平面配置の複素化補集合の場合については，Lefschetz超平面
切断定理を応用する方法 [Y1]や，離散Morse理論を用いた方法 [SS]などで具体的なセルの接着写像
が記述され，補集合のホモトピー型が記述されている．
本研究では，l = 2 の場合について扱う．この場合はM(A) は複素 2 次元のアフィン多様体とな
り，0-,1-,2-ハンドルのみを持つ実 4次元多様体となる．実 4次元多様体に対してはハンドル分解の
情報を表す Kirby図式と呼ばれる絡み目の図式がある (Kirby図式などの 4次元多様体について詳し
く書かれた [GS]があるので参照されたい)．本研究では l = 2について，Lefschetzの超平面切断定
理によるセル分割の方法 ([Y1],[Y2])を精密化して，実直線配置の複素化補集合M(A)の Kirby図式
を得ることができた．
また，得られた Kirby図式を表示する方法として，カスプ付きディバイドの概念を導入して記述す
る．ディバイドとは，有限個の閉区間と S1 からD2 への properで genericなはめこみの像のことで
あり，代数曲線の孤立特異点の近傍の様子を記述するツールとして A’Campoにより導入されたもの



である [AC]．ディバイドからは接ベクトルを対応させることにより，S3 内の絡み目を得ることがで
きる．ディバイドを用いることにより，本来 3 次元的で複雑である絡み目を円板の 2 次元的な情報
で表示することができる．今回，ディバイドにカスプを許したカスプ付きディバイドへと一般化し，
直線配置の実構造を用いて構成されるカスプ付きディバイドを用いてM(A)の Kirby図式を記述す
る．また，本研究の詳細については [SY]を参照されたい．

2 超平面配置のトポロジー
定義 2.1. Kを体とする．Kl 内のアフィン超平面の有限集合 A = {H1, · · · ,Hn}を超平面配置と呼
ぶ．また，その補集合をM(A) = Kl \

⋃
H∈A H と定める．

例 2.2. K = Rとする．このとき補集合M(A) = Rl \
⋃

H∈A H は有限個の連結な開集合に分かれ
る．各連結成分を部屋と呼ぶ．部屋全体の集合を ch(A)と表す．

例 2.3. K = Cとする．このとき補集合M(A) = Cl \
⋃

H∈A H は連結であり，アフィン代数多様
体となる．

超平面配置のトポロジーからの観点では，複素超平面配置 (K = Cの場合)の補集合のトポロジー
を調べるのが重要な問題である．これについて，M(A)は以下に述べる極小セル分割と呼ばれる性質
を持つことが知られている．

定理 2.4. A を複素超平面配置とする．このときM(A) は極小セル分割を持つ．すなわち，k ≥ 0

に対して k 次の Betti数 bk(X) = #(k-セルの個数 )となる CW複体 X とホモトピー同値である．

証明の詳細については触れないが，次の Lefschetz超平面切断定理が鍵になる．

定理 2.5. (Lefschetz超平面切断定理) F を Aと genericに交わる超平面とする．このとき，以下
が成り立つ．

· M(A) ∩ F はM(A)の (l − 1)-スケルトンにホモトピー同値．
· M(A)はM(A) ∩ F に有限個の l-セルを接着して得られる CW複体とホモトピー同値．

また，Aが実超平面配置を複素化して得られる場合は，その実構造を用いてM(A)のトポロジー
を記述することができる．

定義 2.6. A = {H1, · · · ,Hn} を実超平面配置とする．このとき各超平面に ⊗C することで複素超
平面配置AC = {H1 ⊗C, · · · ,Hn ⊗C}が得られる．複素化補集合をM(A) = Cl \

⋃
H∈A H ⊗Cと

表す．

実超平面配置 Aと genericに交わる超平面を F に対して，F と交わらない部屋の集合を

chF (A) = {C ∈ ch(A) | C ∩ F = ∅}

と定める．M(A)のトポロジーと部屋の個数の関係について，次が成り立つことが知られている．



命題 2.7. bi = bi(M(A))をM(A)の Betti数とすると，

(1) #ch(A) =
∑l

i=1 bi

(2) #bch(A) = |
∑l

i=1(−1)ibi|
(3) #chF (A) = bl

である．ただし，bch(A)は有界な部屋全体の集合である．

特に l = 2 (すなわち直線配置)の場合はM(A) ∩ F ∼= C\(n点)であることに注意し，(3)と定理
2.4を合わせると，以下が得られる．

命題 2.8. Aを R2 上の超平面配置，M(A)を複素化補集合とする．このとき，M(A)は 1-スケルト
ンが S1 の n個の一点和で，2-セルが#chF (A)個接着している CW複体とホモトピー同値である．

例 2.9. Aを図のように 3本が互いに二点ずつで交わるような直線配置とする．このとき複素化補集
合M(A)は 1-セルが 3個あり，そこに C1，C2，C3 ∈ chF (A)に対応する 2-セルが接着しているよ
うなホモトピー型を持つ．

F
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図 1 直線配置の例

3 カスプ付きディバイド
主結果では，カスプ付きディバイドから得られる絡み目を用いた Kirby図式の記述を行う．その

ためにカスプ付きディバイドの準備を述べる．

定義 3.1. 有限個の閉区間と S1 から 2次元円板への連続写像の像 P で，有限個のカスプ点を除けば
properで genericなはめこみになっているようなものをカスプ付きディバイドという．

注意 3.2. カスプがひとつもないものを単にディバイドという．ディバイドは代数曲線の孤立特異点
の近傍の様子を既述する手段として，A’Campoにより導入されたものである [AC]．

定義 3.3. カスプ付きディバイド P からは接ベクトルとの対応により S3 内の絡み目 L(P )が得られ
る．すなわち

L(P ) = {(x,y) | x ∈ P，y ∈ TxP，|x|2 + |y|2 = 1} ⊂ S3

と定め，これをディバイド絡み目と呼ぶ．



注意 3.4. カスプの部分では関数の微分は定義されないが，接線を引くことは可能である．カスプの
近傍では，L(P )は半捻りが対応する．

x

TxP

図 2 カスプ付きディバイドの例．例えば x ∈ P はカスプであるが，接線は定義される．

図 3 カスプの点に対応する L(P )の半捻り

注意 3.5. 絡み目のイソトピーを変えないディバイドの変形として，次のようなものがある．

図 4 L(P )のイソトピーを変えないディバイドの変形

また主結果でカスプ付きディバイドを構成する際の舞台となるD2 や S3 のモデルを準備する．D2



に対応するものとして，長方形

Rect(R, 1) = [−R,R]× [−1, 1] ≈ D2

と定める．ただし R > 0 を十分大きい実定数である．x ∈ Rect(R, 1) に対し，長方形の境界との
(最大値ノルム || · ||∞ についての) 距離を δ(x) = min{x1 + R,R − x1, x2 + 1, 1 − x2} とする．
Rect(R, 1)上で接ベクトルを対応させることにより，3-次元球面のモデルを

S3(R, 1) = {(x,y) | x ∈ Rect(R, 1)，y ∈ TxR2，||y|| = δ(x)} ≈ S3

とする．これは 4次元球体

D4(R, 1) = {(x,y) | x ∈ Rect(R, 1)，y ∈ TxR2，||y|| ≤ δ(x)} ≈ D4

の境界である．(本稿では単にノルム || · ||と書けば最大値ノルム || · ||∞ のことを表す．)

4 M(A)のハンドル分解
以降常に A を実直線配置，M(A) を複素化補集合とする．この節では区分的線形写像を用いた

M(A)のハンドル分解について紹介する．詳しくは [SY]の 4節を参照．
各 H ∈ Aはアフィン直線であるから，a, b, c ∈ Rを用いた一次式

αH(x1, x2) = ax1 + bx2 + c = 0

により定義される．複素化直線 H ⊗ Cは {(z1, z2) ∈ C2 | az1 + bz2 + c = 0}により定まる．
C2とR2上の接バンドルの全空間 TR2を，x+√

−1y 7→ (x,y)と対応させる (ただし y ∈ TxR2)．
この同一視を用いると，M(A)が接ベクトルを用いて次のように記述できる．

命題 4.1.
M(A) = {(x,y) | x ∈ R2，y ∈ TxR2，H ∈ Axならば y /∈ TxH}.

ただし，Ax = {H ∈ A | x ∈ H}である．(雑に言えば，M(A)は H ∈ Aと横断的に交わる接ベク
トル全体のなす集合である．)

証明. (z1, z2) ∈ C2，zi = xi +
√
−1yi と表すと，

(z1, z2) ∈ H ⊗ C ⇔ az1 + bz2 + c = 0

⇔ a(x1 +
√
−1y1) + b(x2 +

√
−1y2) + c = 0

⇔ ax1 + bx2 + c+
√
−1(ay1 + by2) = 0

⇔ ax1 + bx2 + c = 0　かつ　 ay1 + by2 = 0

となる．接ベクトルとの対応によると，(z1, z2) ∈ H ⊗ C ⇔ x ∈ H かつ y ∈ TxH(⊂ TxR2) とな
る．あとはM(A) = C2 \

⋃
H∈A H ⊗ Cであることから従う． 2

また適切な座標変換のもと，Aに以下の条件を仮定する．(一般性を失わない)

(i) Aの交点 (x1, x2)の x2 座標は，1 < x2 < R0 を満たす．



(ii) F = {x2 = 0}は Aと genericに交わる．
(iii) Hi と F のなす偏角 θi について π/4 ≤ θ1 ≤ · · · ≤ θn ≤ 3π/4をみたす．

H ∈ A，C ∈ chF (A)とする．H̃C，C̃ をそれぞれ H ⊗ C，C のM(A)における十分小さい管状
近傍と定める．

M1 = (C2 \
⋃

H∈A
H̃C) ∩ {−R ≤ x1 ≤ R} ∩ {−1 ≤ x2 ≤ R0} ∩ {||y|| ≤ R}

とする．これはコンパクトな 4次元多様体で，M1 の内部はM(A)に微分同相である ([Dur])．した
がって，M1 の Kirby図式を記述することを考える．

M2 = (M1 \
⋃

C∈ch(A)

C̃) ∪ {(x,y) | x ∈ Rect(R, 1)，||y|| ≤ R} \
⋃

H∈A
H̃C

とする．これはM1 から部屋の近傍を抜き去ってできる多様体であるが，C ∩ F 6= ∅をみたす部屋
に対しては，C̃ の接着は D4 との境界和のため微分同相であり，C ∈ chF (A)を満たす部屋に対して
は，C̃ の接着は 2-ハンドルの接着である．

M3 = {(x,y) ∈ M2 | x2 > 1ならば x2 ≤ x1 +R，x2 ≤ −x1 +R，ρ(x2) ≤ ||y|| ≤ 1}

とする．ここで ρ : [1, R0] → [0, 1],ρ(h) = (h− 1)/(R0 − 1)である．M3 はM2 の x2 > 1部分につ
いて y の長さを縮めているだけであるから，M3 とM2 は微分同相である．

M4 = {(x,y) | x ∈ Rect(R, 1)，y ∈ TxR2，||y|| ≤ δ(x)} \
⋃

H∈A
H̃C

とする．

F
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図 5 M1 からM4 への変形の模式図

また，σ : M3 → M4 を次で定める．

σ(x,y) :=


((

x1 − y1

y2
(x2 − 1 + ||y||∞), 1− ||y||∞

)
,y

)
, x2 ≥ 1− ||y||∞ かつ |y1| ≤ |y2|,((

x1 − y2

y1
(x2 − 1 + ||y||∞), 1− ||y||∞

)
,y

)
, x2 ≥ 1− ||y||∞ かつ |y1| ≥ |y2|,

(x,y) if x2 ≤ 1− ||y||∞,



これは変位レトラクトを与え，また M3 と M4 が微分同相であることがわかる．M4 は定義から
D4(R, 1) から直線の近傍 H̃C を抜き去ったものであり，また直線の交点に対する仮定 (i) から，
D4(R, 1)上では直線は交わらない．従ってM4 は D4(R, 1)から D2 ×D2 の非交和を n個除いたも
のであり，一つの 0-ハンドルに 1-ハンドルのみをちょうど n個接着させたハンドル体と微分同相で
ある．さらに抜き去る H̃C について，境界の S3(R, 1)上では

HC ∩ S3(R, 1) = {(x,y) | x ∈ H，y ∈ TxH，||y|| = δ(x)}

となっていることから，これは H = H ∩ Rect(R, 1)を Rect(R, 1)上のディバイドとみなしたとき
に得られる結び目 (自明な結び目)になっていることがわかる．これが Kirby図式における 1-ハンド
ル接着を表す点付き円とみなせる．

Rect(R, 1)

H1 H2 H3

図 6 Hi ⊂ Rect(R, 1)．ここから得られるディバイド絡み目が 1-ハンドルの点付き円になる

また，x ∈ chF (A)を任意に一つ固定する．C ∈ chF (A)と 2-ハンドルが一対一対応しているが，
C に対応する 2-ハンドルは，

{σ(x,y) | ||y|| = ρ(x2)} ⊂ ∂M4

と表すことができる．さらに xを十分近い x′ ∈ C へ少し動かしても σ(x′,y)と σ(x,y)は絡まない
ことがわかり，フレーミング係数は 0となる．
以上から 1-ハンドル体であるM4 が得られ，σ を用いて 2-ハンドルの接着写像が記述でき，欲し

いハンドル分解を得ることができた．

5 カスプ付きディバイドを用いた Kirby図式
まずは (厳密ではないが)主結果を述べておく．

定理 5.1. M(A)の Kirby図式は ”Aの実構造の組み合わせ構造を用いて得られる” Rect(R, 1)上
のカスプ付きディバイドから得られる絡み目として記述できる．

Kirby図式を記述するために，1-ハンドルに対応する点付き円，2-ハンドルに対応する絡み目を準
備する必要がある．まず 1-ハンドルについては，前節でも述べたように，H が対応するカスプ付き
ディバイドの成分である．2-ハンドルについては，C ∈ chF (A)との対応があったので，C ∈ chF (A)

に応じて Rect(R, 1)内のカスプ付きの曲線を定めれば良い．

定義 5.2. C ∈ chF (A)，Hi ∈ Aに対して，符号 δi(C)を以下で定める．

δi(C) =

{
+1, if αi(C) > 0,

−1, if αi(C) < 0.



C ∈ chF (A)に対応する Rect(R, 1)上のカスプ付きの曲線 γ(C)を以下のようにして定める．

(i) H1 の左側では，δ1(C) = +1ならば左向きカスプを書き，δ1(C) = −1ならば滑らかな曲線を
図 7のように書く．

(ii) (δi, δi+1) = (+1,−1), (−1, 1)，δi = δi+1 のときはそれぞれ図 8のように Hi と Hi+1 の間に
曲線を書く．

(iii) Hn の右側では，δ1(C) = −1ならば右向きカスプを書き，δ1(C) = +1ならば滑らかな曲線
を図 9のように書く．

δ1(C) > 0

H1

δ1(C) < 0

H1

図 7 H1 の左側

δi(C) = +1, δi+1(C) = −1

Hi Hi+1

δi(C) = −1, δi+1(C) = +1

Hi Hi+1

δi(C) = δi+1(C)

Hi Hi+1

図 8 Hn と Hn+1 の間

δn(C) < 0

Hn

δn(C) > 0

Hn

図 9 Hn の右側

また chF (A) = {C1, · · · , Cb} が複数個の元からなる場合については，各 Cs 上から一点 Ps =

(ks, hs)を 1 < h1 < · · · < hb < R0 となるようにとる．このとき，hsの値が大きい順に，Rect(R, 1)

では，γ(Cs)を x2 の座標が小さい順に構成する．

注意 5.3. 順番は一意に定まらないこともある．その場合カスプ付きディバイドとしては異なったも



のが得られるが，ディバイド絡み目については注意 3.5の変形により移り合うことができ，同じ絡み
目が得られることがわかる．

主定理の正確な主張を述べる．

定理 5.4. M(A)のKirby図式はRect(R, 1)上のカスプ付きディバイド {H1, · · · , Hn, γ(C1), · · · , γ(Cb)}
から得られる絡み目として記述できる．ここにHi から得られる結び目は 1-ハンドルの接着を表す点
付き円を，γ(Cs)から得られる結び目は 2-ハンドルの接着円を表す．また 2-ハンドルのフレーミン
グ係数は全て 0である．

証明については述べないが，Cs ∈ chF (A)に対応する 2-ハンドルの接着円と γ(Cs)がイソトピッ
クになることを示せば十分である．詳細は [SY]の 5.2節を参照．

例 5.5. A = {H1,H2,H3,H4}を genericに交わる直線配置とするとM(A)の Kirby図式を表すカ
スプ付きディバイドは図のようになる．
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