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概要
距離空間上の確率過程に関して, そのスペクトル次元, dS とは確率過程の漸近挙動を表す確率論的 (ある
いは, 対応する Dirichlet 形式の観点から言えば解析的) な次元量である. 一方距離空間の Ahlfors 正則共
形次元, dimAR (Ahlfors regular conformal dimension) とは, 距離空間に擬対称性 (quasisymmetry) と
呼ばれる, 同相より強い関係を通して定義される, ある種の幾何的複雑さを測る次元量である. 本研究では,

Sierpiński gasket や一般化された Sierpiński carpet の Ahlfors 正則共形次元とその上のブラウン運動に
対して示された dimAR ≤ dS ≤ 2という不等式を, より一般のフラクタル上の確率過程のうち抵抗形式と
いう枠組みを通して構成されるもの対して拡張する.

1 導入-スペクトル次元と Ahlfors正則共形次元
一般に次元とは対象の複雑さを測る量であると考えられるが, その定義の方法には代数的なもの, 幾何的な
ものなどさまざまなものが考えられる. 例えば 1番基本的な Rn の場合では, 簡単なものでもベクトル空間と
しての次元という代数的定義や, Rの n重直積位相を通した幾何的な定義等を考えることができる.

より一般の距離空間, たとえば Sierpiński gasket ( (fi(i = 0, 1, 2)を R2 上 (cos 2π
3 , sin 2π

3 ) 中心の 1/2倍縮
小写像とするとき, K =

∪
i=0,1,2 fi(K)を満たす (uniqueな) 非空コンパクト集合, 以下 SG))などのフラク

タル図形 (図 1, 2, 3も見よ)にも定義できる幾何的な次元量として, Hausdorff次元が挙げられる.

Hα(X, d) := inf{
∞∑

n=1

diam(On, d)
α | {On}∞n=1 : (X, d)の可算開被覆 } (α > 0)

を距離空間 (X, d) の α-Hausdorff 測度, dimH(X, d) = inf{α > 0 | Hα(X, d) = 0} を (X, d) の Hausdorff

次元と呼ぶ. この量は Rn や,自己相似集合と言われるフラクタルの場合,相似次元と呼ばれるものと一致し,

dimH(Rn, dn) = n, dimH(SG, d2) = log 3/ log 2 (ただし, dn はユークリッド距離およびその制限)となる. 一
方で空間 X 上に確率過程 Bt 及び測度 µが定まっていて, Bt が µに関する遷移密度 p(t, x, y)をもつ, 即ち

任意の非負可測関数 uに対し, Ex(u(Bt)) =

∫
X

p(t, x, y)u(y)µ(dy)

なる時, その確率過程のスペクトル次元と呼ばれる, 確率過程の漸近挙動を表す量を考えることができる. 極限

ds(Bt, µ) := limt↓0(−2 log p(t, x, x)/ log t)

図 1: Sierpiński gasket 図 2: Sierpiński carpet 図 3: Vicsek set
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が x ∈ X によらず定まるとき, (Bt, µ)のスペクトル次元と呼ぶ. 例えばBtがRn上の Brown運動 (Zn/2k 格
子上のランダム・ウォークの, 拡散速度を考慮して補正した極限として現れる, Rn上の最も基本的な確率過程),

µを n次元 Lebesgue測度とするとき, ガウス核と呼ばれる遷移密度 p(t, x, y) = (2πt)−n/2 exp(−|x−y|2/2t)
が存在し, dS(Bt, µ) = n となって空間の次元と一致する. 一方で, このような関係はフラクタルのような距
離空間の場合には一般には成り立たない. 実際, SG 上にも Brown 運動及び最も標準的な測度 (log 3/ log 2-

Hausdorff 測度) を定義することができるが, そのとき dS(Bt, µ) = log 9/ log 5 となり, 空間の Hausdorff 次
元とは一致しない.

本講演では, 距離空間上の確率過程のスペクトル次元 (厳密には, その変種)が, どのような時に距離空間の次
元と比較できるかを考察することになる. ここでまず問題となるのは, フラクタルなどの複雑な空間では, 空
間の次元自体も定義によって値が異なるということである. *1 事実, 上記の例において “距離空間のスペク
トル次元” をその空間の上のブラウン運動及び標準測度に対するスペクトル次元として定めれば, その値は
Hausdorff次元と異なることになる. 本講演では, 空間の次元としては擬対称性と呼ばれる距離の同値関係で
定義される, Ahlfors 正則共形次元 (Ahlfors regular conformal dimension, 以下 ARC次元) を用いる,

定義 1 (擬対称 (quasisymmetry)). d, ρ を集合 X 上の距離関数とする, この時 d が ρ に対し擬対称 (qua-

sisymmetric) であるということを, ある同相写像 θ : [0,∞) → [0,∞)があって, x ̸= z なる任意の x, y, z ∈ X

に対して, (ρ(x, y)/ρ(x, z)) ≤ θ(d(x, y)/d(x, z))ことで定め, d ∼
QS

ρと書く.

定義 2 (α-Ahlfors 正則). (X, d) を距離空間とし, α > 0 とする. ある Borel 測度 µ と C > 0 があって, 任
意の x ∈ X 及び r ∈ [infy ̸=x d(x, y), diam(X, d)]に対し, C−1rα ≤ µ(Bd(x, r)) ≤ Crα なるとき, (X, d)は
α-Ahlfors正則 (以下, α-AR)であると呼ぶ.

定義 3 (Ahlfors 正則共形次元). 距離空間 (X, d) に対し, その ARC 次元を以下の式で定める. (但し,

inf ∅ = ∞とおく).

dimAR(X, d) := inf{α | ある X 上の距離 ρで, d ∼
QS

ρ かつ ρ : α-ARなるものが存在 }

これらの定義について補足しておく. まず擬対称性であるが, この定義は直接的には 2つの距離で測った任
意の 3点間の距離の比が, θ という歪みの関数を通してラフに保たれると言うことを記述している. また擬対
称性は,円環領域が一様に比較できる距離のペアであるとも特徴づけられる. (半径の値は比較できないが, 半
径の比を固定した円環領域どうしが比較可能となる.) これらの考察からも予想されることであるが, d ∼

QS
ρな

ら dと ρは X 上に同じ位相を導き, ∼
QS
は X 上の距離の同値関係となる.

距離空間 (X, d)が孤立点を持たない場合, α-ARであれば dimH(X, d) = αであり, α-ARの定義に表れる測
度は Hausdorff測度と定数倍で比較可能である. 即ち ARC次元とは, 擬対称の範囲で距離を取り替えて, 概ね
Hausdorff次元の意味で距離空間をどれだけ簡単にできるかということを見ている量である. 具体的な値とし
ては, dimAR(Rn, dn) = nや dimAR(SG, d2) = 1であることが確かめられる. ARC次元は, [6]ではじめてそ
の形が現れ, [5]で名づけられた上で, 双曲群における有名な予想である Cannon予想と結び付けられた. さら
に [7, 20]では, 空間の距離球から定まる鎖 (曲線に相当)に対して定まるある種の係数 (modulus)によって特
徴づけられることが示された. 特に, [20]ではその結果の系として, 以下に述べる通り ARC次元とブラウン運
動のスペクトル次元に関する不等式が示された.

*1 Rn の次元は nになるように定義されることが多い



定理 4 ([20], Section 4.7). (X, d)を SG, 或いは Sierpiński Carpet(以下 SC)やその一般化 (以下GSC)とし,

µ を標準的な自己相似測度, Bt を (X, d) 上の Brown 運動とする. このとき dimAR(X, d) ≤ dS(Bt, µ) < 2

または dimAR(X, d) ≥ dS(Bt, µ) ≥ 2が成り立つ.

ここで, SCとは基本的な R2 の自己相似フラクタルの 1つで,

p1 = (−1, 1) p2 = (0,−1) p3 = (1,−1) p4 = (1, 0) p5 = (1, 1) p6 = (0, 1) p7 = (−1, 1) p8 = (−1, 0) (1)

とし, φj (j = 1, ..., 8)で pj を中心とする 1/3倍の縮小写像とする時, ∪8
j=1φj(K) = K を満たす唯一の空で

ないコンパクト集合として特徴づけられる図形である (図 2). 正方形を 3× 3に分割して中心だけをくり抜く
という動作を繰り返して残る図形とも考えられるが, この分割の個数やくり抜き方及び元の空間の次元を, 図
形の対称性に注目しながら一般化したのが GSCである. (詳細な定義は [2]を参照のこと.)

1番標準的な SCも含め, GSCの ARC次元や Brown運動のスペクトル次元の具体的な値はわかっていない
ため，定理 4 は単に空間の幾何的な次元とスペクトル次元という確率論的 (あるいは, 解析的)な次元を結びつ
けるという標語的な意味合いだけでなく, 実際の値の評価においても意味のあるものである. 本講演の主結果
では, この定理を抵抗形式と呼ばれる, より一般のフラクタル上の確率過程を記述する枠組みに拡張する.

2 Dirichlet形式と抵抗形式
一般に, 距離空間上に意味のある連続時間の確率過程を構成できるかという問題は自明なものではない. 特
にフラクタルのように, 空間に滑らかさがないような場合には困難が伴う. 本節で紹介する Dirichlet形式のア
イデアは, 空間 X 上のMarkov過程 Bt の遷移関数 pt(x,A) := Px(Bt ∈ A)が, Chapman-Kolmogorovの等
式 ps+t(x,A) =

∫
X
pt(y,B)ps(x, dy)を満たすことにより, X 上の関数に対する作用素

Tt(f)(x) :=

∫
X

f(y)pt(x, dy) (t > 0)

が半群の構造を持つ*2ことを利用する. 作用素の半群については関数解析の一般論でよく研究されているので,

取り扱いやすい. 実際には, 構成および取り扱いをより容易にするため, あるクラスで作用素の半群と 1 対 1

対応している *3対称 2次形式を用いる.

定義 5 (Dirichlet 形式). (X,µ) を測度空間とする. (E ,F) が L2(X : µ) 上の Dirichlet 形式であるとは, 稠
密に定義された非負閉対称 2次形式でMarkov性を満たすもの, 即ち L2(X : µ)の稠密な部分空間 F と関数
E : F × F → Rで以下の条件 (E1)∼(E3)を満たすものである.

• 任意の α ∈ R, u, v, w ∈ F につき,

E(u, v) = E(v, u), E(u,w) + E(v, w) = E(u+ v, w), E(αu, v) = αE(u,w), E(u, u) ≥ 0 (E1)

• (閉) E1(u, v) := E(u, v) +
∫
X

uvdµとおくとき, E1(un − um, un − um) → 0 (un ∈ F , n,m → ∞)

ならば,ある u ∈ F があって E1(un − u, un − u) → 0 (n → ∞) (E2)
• (Markov性) ū := max{0,min{1, u}}とおくとき, 任意の u ∈ F に対しū ∈ F かつ E(ū, ū) ≤ E(u, u)

(E3)

*2 可測性, 可積分性, 作用素の定義域などは適切に定まっているとする
*3 厳密には, 実 Hilbert 空間上の有界対称線形作用素からなる強連続縮小半群と, 定義域が稠密な非負閉対称 2 次形式が対応する

([12, Section 1.3]).



定義 6 (正則性, 容量). (X, d)を局所コンパクトな可分距離空間, µをX 全体を台に持つ Radon測度, (E ,D)

を L2(X : µ)上の Dirichlet形式とする.

(1) (X, d)上のコンパクト台実連続関数全体の集合 C0(X, d)に対し, C0(X, d) ∩ D が E1 ノルムで D 上稠
密かつ一様ノルムで C0(X, d)上稠密であるとき, (E ,D)は正則であるという.

(2) 集合 A ⊂ X の容量 Cap(A)を以下の式で定める. (但し,inf ∅ = ∞)

Cap(A) = inf
B: 開集合,A⊂B

inf{E(u, u) | u ∈ D, B 上 µ-a.e.で u = 1}

定理 7. (X, d)を局所コンパクトな可分距離空間, µを X 全体を台に持つ Radon測度, y(E ,D)を L2(X : µ)

上の正則 Dirichlet形式とする. このとき (X, d)上の, Hunt過程*4と呼ばれる連続時間パラメータの確率過程
がある容量 0の集合を除いて一意的に定まる

Dirichlet形式の一般論については [12, 8, 24]などが標準的なテキストである. 現在では, フラクタル上の確
率過程は Dirichlet 形式を通して定義するのが一般的である*5 特に有限分岐と呼ばれる自己相似フラクタル
(全体と相似な小部分どうしが高々有限点で交わるようなもの, SGや Vicsek set が典型例, SCが典型的な反
例)のクラスにおいては取り扱いが容易であり, 有限部分集合上の Dirichlet形式の列の, スケールを補正した
極限として (X, d)上の Dirichlet 形式を導く一般論が存在する ([18]). 抵抗形式の理論は, このような有限分
岐フラクタル上の Dirichlet形式の理論を一般化したもので, 有限分岐的であるが自己相似でないものや, また
有限分岐的ではないが GSCのうち強再帰的なものについてはこの枠組みで扱うことができる.

定義 8 (抵抗形式,抵抗距離). 集合 X 上の抵抗形式とは, X 上の実関数の線形部分空間 F と F 上のMarkov

性を持つ非負対称 2次形式, 即ち関数 E : F ×F → Rで (E1)と (E3)を満たすものの組で, さらに加えて以下
の条件 (R1)∼(R3)をみたすものをいう.

• F は定数関数を含み, u ∈ F が定数関数であることと E(u, u) = 0は同値 (R1)

• F の同値関係 ∼を差が定数関数であることで定めると, (F/ ∼, E)は Hilbert空間となる (R2)

• x, y ∈ X, x ̸= y なら Fxy := {u ∈ F | u(x) = 1, u(y) = 0} ̸= ∅かつ R(x, y) := sup
u∈Fxy

(E(u, u))−1 < ∞

(R3)

(E ,F)が抵抗形式のとき,条件 (R3)における R(x, y)の supは maxとなり, (R(x, x) = 0とおけば) X 上の
距離関数となる. この距離のことを抵抗形式に付随する抵抗距離と呼ぶ.

抵抗形式の 1つの利点は, そのものの定義には他の測度や距離を必要としないところにある. 特に, 対応す
る距離が定義だけから与えられるので，距離や位相の議論を他の距離に依存せずに行うことができる. 抵抗形
式の理論の基本的な内容は [18, 19]にまとめられているが, 特に以下の結果によって抵抗形式から良い性質を
持つ Dirichlet形式と対応する確率過程を導くことができる.

定理 9 ([19], Theorem 10.4). (E ,F)は集合 X 上の抵抗形式で, 抵抗形式 R について距離空間 (X,R)が可
分, 完備, 局所コンパクトであり，さらに C0(X,R) ∩ F が一様ノルムで C0(X,R)上稠密であると仮定する.

このとき (X,R)上の Borel測度 µで,任意の x ∈ X, r > 0に対し 0 < µ(BR(x, r)) < ∞を満たすようなも

*4 大まかに言えば, 標本路が右連続かつ左極限をもつ強Markov過程
*5 歴史的経緯としては, 初期の研究では SG 上にランダムウォークのある種の極限として直接ブラウン運動を構成している

[4, 13, 17].



のに対し, D で C0(X,R) ∩ F の E1 ノルム ( (E2)と同様に定義)による閉包を表せば, (E ,D)は L2(X,µ)上
の正則 Dirichlet形式となる. さらにこのとき, 対応する Hunt過程は X 全体で一意に定義され, µに対する
遷移密度 pµ(t, x, y) : (0,∞)×X ×X → Rが存在する.

3 主結果
さて, 以上の定義により本研究の主結果を述べることができる．

定理 10. (X, d)を dimAR(X, d) < ∞を満たす孤立点を持たない完備距離空間とし, (E ,F)を X 上の抵抗形
式で, 抵抗距離 Rが R ∼

QS
dをみたすものとする. このとき, (E ,F)は定理 9の仮定を満たし, さらに

M := {µ : (X, d)上の Borel測度で, ある η > 1があって
任意の x ∈ X, r > 0につき 0 < µ(Bd(x, 2r)) ≤ ηµ(Bd(x, r)) < ∞}

とおくとき, 任意の µ ∈ Mに対し, 遷移密度 pµ(t, x, y)に関する極限

dS(E , µ) := lim
α→∞

sup
t∈(0,diam(X,d)),

x∈X

log pµ(t/α, x, x)− log pµ(t, x, x)

logα

が存在し, 不等式 dimAR(X, d) ≤ dS(E , µ) < 2が成り立つ.

Remark. (X, d)に関する条件 dimAR(X, d) < ∞はより直感的な幾何的条件で表すこともできる. 定理 17を
参照のこと.

特に,(X, d) が SG や一般化された SC のうち強再帰的なものであり, µ を標準 Hausdorff 測度, (E ,D) を
L2(X,µ)上の標準的な Dirichlet形式*6(つまり, (X, d)上のブラウン運動に対応する Dirichelte形式)とする
とき,

dS(E , µ) = dS(E , µ) := lim
t↓0

(−2 log pµ(t, x, x)/ log t).

が成り立つ. 即ちこの定理は, 定理 4の拡張であるといえる. 一方注意すべきこととして, 一般の (X, d)及び
(E ,F)では, 極限 dS(E , µ)が xの選び方によらず存在したとしても, dS(E , µ) > dS(E , µ)となるどころか, 不
等式 dimAR(X, d) ≤ dS(E , µ) ≤ 2の反例となる場合が存在する.

定理 11 ([22], Theorem 1.5 の連続版). 定理 10の仮定を満たすような (X, d), (E ,F)および µ ∈ Mで,

dS(E , µ) = log 25/ log 15 < dimAR(X, d) = dimAR(SC, d2) < 2

なるものが存在する. ただし SC は 2次元標準 SC, d2 はユークリッド距離の制限.

反例となる (X, d)の構成法についてだけ簡単に述べておく. φj(1 ≤ j ≤ 8)を SCの定義 (1)で用いたものと
同じものとし, また φ0 を原点を中心とする 1/3倍の縮小写像をとする. Φ0 = ∪j∈{0,1,3,5,7}φj , Φ1 = ∪8

j=1φj

とおき, f : N → {0, 1}に対し Xm(f)及び X(f)を, 帰納的に

X0(f) = {(x, y) | max{x, y} ≤ 1}, Xm(f) = Φf(1) ◦ · · · ◦ Φf(m)(X0(f)), X(f) = ∩m≥0Xm(f)

*6 SCの場合, 標準的な (≒自己相似性などの良い性質を持つ)Dirichlet形式が一意に定まるかと言うのは naiveな問題で, 解決には
長い時間を要した ([3]).



とおく. 即ち f ≡ 1 のとき X(f) は SC に, f ≡ 0 のときは Vicsek set になる. さてここで f∗ =∑
k∈N χ(k(k2−1),k3] とおくとき, X(f∗)にユークリッド距離の制限を入れたものが求める (X, d)となる. 抵抗

形式の構成及び評価の詳細は省くが, おおむね limm→∞(
∑m

k=1 f∗(k))/m = 0であることにより dS(E , µ)の
値は Vicsek set と同じものになる一方で, maxj∈N(

∑j+m
k=j+1 f∗(k))/m = 1が任意のmで成り立つことにより

dimAR(X, d)の値は SCと同じものになる.

4 Basic framework を満たす partition

以下の節では，主定理の証明の概略を示すものとする．本節では，主定理及び先行研究 [20]で中心的な役割
を果たす “basic framework を満たす partition” について述べる. これはおおまかに言えば距離空間の離散近
似の 1種であり, 距離空間をほぼ同じ大きさの性質のよいセルに段階的に分割し, その分割の親子構造及びセ
ルの隣接構造に対応するグラフ上の関数によって距離空間及びその上の関数の性質を捉えようとするものであ
る．直接的な背景としては，一連の自己相似フラクタルの研究や，ユークリッド空間の 2進立方体分割の一般
化の研究 (cf.[9, 10, 11, 15, 16])が挙げられるが，アイデア自体は一般的なものである. 具体的な定式化は以
下で順に行うが，記号が煩雑であるため一度読み飛ばして, 後から詳細を確認しても差し支えない.

定義 12 (基準点をもつ木). T を可算集合とし，写像 π : T → T を以下の条件を満たすものとする．

• Fπ := {w | ある n ≥ 1に対して, πn(w) = w,とおくとき, #Fπ ≤ 1. (H1)

• 任意の w, v ∈ T につき，ある n,m ≥ 0があってπn(w) = πm(v). (H2)

ϕ ∈ T を, Fπ ̸= ∅ のとき ϕ ∈ Fπ なる元で定め, そうでない時任意の ϕ ∈ T を固定する. このとき 3 つ組
(T, π, ϕ)を基準点をもつ木 (tree with a reference point) と呼ぶ.

w, v ∈ T に対し, b(w, v) := min{n ≥ 0 | あるm ≥ 0があって, πn(w) = πm(v) m ≥ 0}, [w] := b(w, ϕ) −
b(ϕ,w) とおき, さらに k ∈ Zに対し (T )k := {w ∈ T | [w] = k}とおく.

この定義は Fπ ̸= ∅のとき ϕを根とする木に相当する. Fπ = ∅のときは無限遠に根を持つ木となる. 以下本
節では T = (T, π, ϕ)は基準点を持つ木を表すものとする.

定義 13 (Partition). (X, d) を孤立点を持たない (高々 σ コンパクトな)距離空間とし, C(X,D)で (X, d)の
コンパクト集合のうち 1点集合を除いたもの全体とする. 写像 K : T → C(Y, ρ)が以下の条件を満たすとき,

X の (T でパラメータ付けられた) partition と呼ぶ.

•
∪

w∈(T )0

K(w) = X かつ, 任意の w ∈ T につき
∪

v∈π−1(w)

K(v) = K(w). (P1)

• 任意の k ∈ Zに対しπ(wk+1) = wkを満たすような任意の点列 (wk)k∈Z ⊂ T につき,

∩k∈Z K(wk)は 1点集合となる. (P2)

以下簡単のため, K(w) の代わりに Kw と表す. w ∈ T, s ∈ (0,∞), x, y ∈ X 及び M ≥ 1, に対し,



partitionに関する変数を以下のように定める:

gd(w) = diam(Kw, d),

Λd
s =

{
∅ Fπ ̸= ∅かつ s > gd(ϕ)の場合
{w ∈ T | gd(w) ≤ s < gd(π(w))} それ以外

Ed
s = {(w, v) ∈ Λd

s × Λd
s | w ̸= v かつKw ∩Kv ̸= ∅},

lds(·, ·) : = (Λd
s , E

d
s )のグラフ距離

δdM (x, y) = inf{s > 0 | ある w, v ∈ Λd
sがあって x ∈ Kw, y ∈ Kvかつ lds(w, v) ≤ M を満たす.}.

定義 14 (Basic framework). supw∈T #π−1(w) < ∞と仮定する. (X, d)の partition K が以下の条件を満
たすとき,　特に basic frameworkを満たす partition (以下, BF-partition)であると呼ぶ.

• 任意の w ∈ T につき, ある開集合 Uwがあって Uw ⊃ Kwかつ#{v ∈ (T )[w] | Uw ∩Kv ̸= ∅} < ∞.

• (minimal). 任意の w ∈ T につき, Kw \
∪

v∈(T )[w]:v ̸=wKv ̸= ∅

• (Adapted). あるM ≥ 1, η1 > 0があって, 任意の x, y ∈ X に対しη−1
1 δdM (x, y) ≤ d(x, y) ≤ η1δ

d
M (x, y)

(B1)

• (Thick). あるη2 > 0があって, 任意の w ∈ T に対し,

ある xw ∈ Kwがあって, {y | δd1(xw, y) ≤ η2gd(π(w))} ⊂ Kw. (B2)

• (Uniformly finite). sups∈(0,∞), w∈Λd
s
#{v | v ∈ Λd

s , lds(w, v) ≤ 1} < ∞. (B3)

• あるη3 > 0と r ∈ (0, 1)があって,任意の w ∈ T に対しη−1
3 r[w] ≤ gd(w) ≤ η3r

[w]. (B4)

Remark. 原論文 [20] では, partition を固定した状態で (同相な) 距離を取り替えるような議論を行うため,

“partition K に対し距離 dが basic frameworkを満たす”という向きの用語の使い方をしている.

先行研究 [20]の主結果は, partitionの言葉を用いると以下のように表される.

定理 15 ([20],Theorem 4.6.4, 4.7.9. : コンパクト, [21], Theorem 3.9:σ-コンパクト). K を (X, d) の BF-

partitionとし,Ek = {(w, v) ∈ (T )k × (T )k | w ̸= v かつKw ∩Kv ̸= ∅}, lk を ((T )k, Ek)のグラフ距離とす
る. さらに

Ep,k,w,M = inf{1
2

∑
(u,v)∈E[w]+k

|f(u)− f(v)|p | f : (T )[w]+k → R, f(u) = 1 (πk(u) = w のとき),

f(u) = 0 (l[w](w, π
k(u)) > M のとき)}

N∗ = lim supk→∞ supw(#π−k(w))1/k,

d
S

p (K) = (p logN∗)/(logN∗ − lim supk→∞ supw∈T log(E1/k
p,k,w,M )),

dSp (K) = (p logN∗)/(logN∗ − lim infk→∞ supw∈T log(E1/k
p,k,w,M ))

(p > 0,M は (B1)の定数)とおく. このとき,

dimAR(X, d) = inf{p | lim sup
k→∞

sup
w∈T

Ep,k,w,M = 0} = inf{p | lim inf
k→∞

sup
w∈T

Ep,k,w,M = 0}

であり,さらに

dimAR(X, d) ≤ dSp (K) ≤ d
S

p (K) < p または dimAR(X, d) ≥ d
S

p (K) ≥ dSp (K) ≥ p

のいずれか一方が成立する.



この定理に現れる Ep,k,w,M という量は, 大まかに言えば “Kw の近くの円環状の領域の, 内側と外側の間の
p次のポテンシャルを, k 段階細かくした近似グラフの上で見ている”量である. 各種変数に現れる極限は, 全
てのスケールと全ての場所でこのようなポテンシャルが最も大きくなるところを見た上で，その量の k → ∞
の極限を取っていることになる. 特に p = 2の場合, このような円環領域の間のポテンシャルは Dirichlet形式
や抵抗形式の議論と直接的に結びついている. とりわけ (X, d)が SGや一般化された SCの場合には, 自然な
partition K があって BF-partitionとなることがわかり, その上の標準 Hausdorff測度 µ, L2(X,µ)上の標準
Dirichlet形式 (E ,D)に対し, [4, 1, 2]などの先行研究と比較することにより dS2 (K) = d

S

2 (K) = dS(E , µ)と
なることがわかる. この等式と定理 15から定理 4が従う.

定理 10の証明も同様に, BF-partition を用いて dS(E , µ)のd
S

2 , d
S
2 による評価を行い, 定理 15と結びつける

ことで行う. そのためにはまず (X, d)ないし (X,R)の BF-partitionの存在を示す必要があるが, それについ
ては以下に述べる定理が存在する.

定義 16 (一様完全, doubling). (X, d) を距離空間とする.

(1) ある N ∈ N があって, 任意の x ∈ X 及び r > 0 につき, ある {xi}Ni=1 ⊂ X があって Bd(x, 2r) ⊂∪N
i=1 Bd(xi, r)をみたすとき, (X, d)は doublingであるという.

(2) ある γ > 1があって, 任意の x ∈ X 及び r > 0につき, Bd(x, r) ̸= X ならば Bd(x, γr) \Bd(x, r) ≠ ∅
をみたすとき, (X, d)は一様完全 (uniformly perfect)であるという.

定理 17 ([23], Theorem 3.9). (X, d)を孤立点を持たない完備距離空間とするとき, 以下の条件は同値.

(1)dimAR(X, d) < ∞ (2)doublingかつ一様完全 (3)(X, d)の BF-partitionが存在する.

Remark. (1) ⇔ (2)は既知. (cf. [14, Theorem 13.3, Corollary 14.15]) (3) ⇒ (1)は [20, Corollary 4.6.13]

による. [23]では, [15]の手法を改良して (2) ⇒ (3)を示した.

d ∼
QS

ρなるとき (X, d)の孤立点は (X, ρ)の孤立点であり, (X, d)の Cauchy列は (X, ρ)の Cauchy列とな
る. 従って定理 17より, 定理 10の仮定の下では (X,R)の BF-partition K が存在する. また定義から明らか
に dimAR(X, d) = dimAR(X,R)であるから, この K について d

S

2 (K) ≤ dS(E , µ) < 2を示せば定理 15と合
わせて定理 10を示したことになる. 実際には, 次節に述べるより強い形の主張を示すことができる.

5 主結果の強形,および証明の概略
本節では以下に述べる定理の証明の概略を述べる．この節を通して, 　定理 10 の条件を仮定し, さらに

(X,R)の BF-partition K を１つ任意に固定しておく.

定理 18. (X, d), (E ,F) は定理 9 の仮定を満たし, 任意の µ ∈ M に対して極限 dS(E , µ) が存在して,

(X,R) の BF-partition K に対して d
S

2 (K) ≤ dS(E , µ) < 2 をみたす. さらに (E ,F) が局所的, 即ち
supp(u) ∩ supp(v) = ∅ なる任意の u, v ∈ F に対して E(u, v) = 0 を満たすなら, dS2 (K) = d

S

2 (K) =

infµ∈M dS(E , µ) である.

まず基本的な部分を確認する. (X,R)は完備であり, さらに定理 17より doublingかつ一様完全であるから,

可分かつ局所コンパクトであることはただちに従う. また doubling であることから, R(x,BR(x, r)
c)*7 ≍ r

*7 R(A,B) := max{E(u, u)−1 | u ∈ F , u|A ≡ 1, u|B ≡ 0} ̸= infx∈A,y∈B R(x, y)



であることも従い, このことから抵抗形式の正則性を導くことができる ([19, Theorem 6.3.]). さらに極限
dS(E , µ) の存在は, f(α) := supt∈(0,diam(X,d)),x∈X(pµ(t/α, x, x)/pµ(t, x, x)) の劣乗法性, 即ち f(α)f(β) ≥
f(αβ)であることから、劣加法関数の一般論だけから示すことができる. 残りの証明は大きく２つの部分に分
かれ, 以下の補題が示されれば残りは単純な計算で定理 18が導かれる.

補題 19. ρ ∼
QS

Rなる任意の距離 ρに対し,

dS(E , µ) = 2 lim sup
α→∞

sup
r∈(0,diam(X,d)), x∈X

log Vρ(x, r)− log Vρ(x, r/α)

log hρ(x, r)− log hρ(x, r/α)
(∗)

ただし, Vρ(x, r) = µ(Bρ(x, r)) かつ hρ(x, r) = (supy∈Bρ(x,r) R(x, y))Vρ(x, r)

補題 20. ある C > 0があって任意の k ≥ 0で以下が成り立つ.

(1) 任意の µ ∈ M につき, supx∈X,s∈(0,diam(X,R))

(
VR(x,s)

VR(x,rks)

)
≥ C−1Nk

∗

(2) 任意の ϵ > 0に対して, ある µ ∈ Mがあって, supx∈X,s∈(0,diam(X,R))

(
VR(x,s)

VR(x,rks)

)
≤ C(N∗ + ϵ)k

(3) 任意の w ∈ T に対し, E2,k,w ≤ Crk さらに (E ,F)が局所的なら, E2,k,w ≥ C−1rk

補題 19は, [19, Theorem xx.x]により式 (∗)の右辺が

2 lim
α→∞

sup
r∈(0,diam(X,d)),
s∈[α,∞), x∈X

log pµ(hρ(x, r/s), x, x)− log pµ(hρ(x, r), x, x)

log hρ(x, r)− log hρ(x, r/s)
,

と一致することを用いて示す. この式と dS(E , µ)の定義式とは上限及び極限の取り方が異なるが, ρ ∼
QS

R か
ら V と及び hの doubling, reverse doubling条件から極限の値が一致することを示せる. (lim inf では同様の
証明はできない.) 補題 20について, (1)は単純な不等式 maxv:πk(v)=w µ(Kv)#{v : πk(v) = w} ≥ µ(Kw)か
ら, (2)は Assouad次元に関する既知の結果 (cf. [14, Theorem13.5.])から BF-partitionの構造を用いて示さ
れる (直接構成的に示すこともできる.) (3) は R が可分であることから, 有限集合上の Dirichlet 形式の極限
として表せることより, その上の flowや modulusと呼ばれるテクニックを用いて組合せ論的に証明する. (離
散近似から極限に戻す部分で多少細かな議論が必要である. 特に lower boundの議論では離散近似において,

離れている点のペアに対する辺の重みの和が極限で消えることが必要で,そこの証明に局所性を用いる.)
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