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概要

判別的配置 B(n, k,A)は組紐配置の高次化として導入された超平面配置である．これは固定し

た k 次元空間の一般の位置にある n枚の超平面からなる配置 Aに対し，その各超平面の平行移
動全体のなす空間に定義される．この配置の組合せ型は Aに依存し，固定した n, k に対して組

合せ型が最大になるときAを very generic，そうでないとき non-very genericと呼ばれている．

本稿では n = 6, k = 2, 3 の場合に 6 元集合の分割との対応づけを与えることができることを紹

介する．

1 導入

組紐配置はよく研究されてきた超平面配置であり，組紐群や A 型ルート系などと関連している

（cf.[OT92]）．この組紐配置の高次化として判別的配置（discriminantal arrangements）はManinと

Schectmanによって 1989年に導入された [MS89]．k 次元空間の一般の位置にある n枚からなる超

平面配置 Aを一つ固定し，その各超平面の平行移動全体のなす空間 S(A)を考える．判別的配置は

S(A)に構成される
(

n
k+1

)
枚の超平面から構成される配置である．この組合せ型は導入された時点で

は Aに依存しないと考えられていたが，1994年，[Fal94]で Falkによってそうでないことが指摘さ

れた．この論文では B(n, k,A)が適当な構成によって Aから得られる n− k 次元空間の n点集合が

生成する超平面配置と線形同型になることが示され，これを用いて n = 6, k = 3とき組合せ型が一

致しない 2つの例が構成された．この一般の位置にある点が生成する超平面配置としての視点での研

究は [KNT12][NA12]でもされている．

一般の位置にある超平面配置全体のなす空間のある Zarisky開集合 Z 上では B(n, k,A)の組合せ

型は一定，特に最大になることが知られている．Bayer，Brandtらは [BB97]で元の配置 Aが Z に
含まれているとき very generic，そうでないとき non very genericと分類した．加えて彼らは Aが
very genericな場合の B(n, k,A)の組合せ型を予想し，Athanasiadisによって [Ath99]で肯定的に

解決された．一方で non very genericな場合の組合せ型や，Z の明示的な構成は与えられていない．
non very generic な場合の組合せ型と関連する最近の研究は [LS18, SSY17, SSY19, SY21] などが

ある．特に [SSY19]では本稿と関連する結果として Pappusの定理や Hesseの配置と関わりや，実

配置の場合 non very genericな点は高々 4であることを指摘している．

実は Manin と Schectman 以前以降にもいくつかの文脈で同値な定義がなされてきた．例えば

1985年に [Cra85]で Crapoによって geometry of circuitsと呼ばれる線形表現されたマトロイドか

ら構成される判別的配置と同値な概念を考えている．彼は特に n = 6, k = 2の場合の例について詳



細な議論をしている．本稿でもこの例と Falk の n = 6, n = 3 の例について分類を与える．この他

の同値な概念として [Lon80]で Longyearによって 2値マトロイドの circuitsの研究として derived

matroid が定義され，Oxley と Wang によって一般の体上で表現されたマトロイドへ拡張された

[OW19]．これと関連する最近の研究は [CFW21]や [FHK21]などがある．特に後者では線形符号や

秘匿情報検索への応用が示唆されている．

この他に関連する話題としては高次の組紐群やその高次圏への応用（cf.[MS89, KV94]）や高次

Bruhat順序や fiber zonotopesと呼ばれる多面体との関わり（cf.[FZ01]）などもある．

2 準備

2.0 記号と約束

本稿では体 Kは可換であるとし，Kk は縦ベクトルからなるものとする．k, nは k ≤ nを満たす

自然数とし．有限集合 {1, 2, . . . , n} を [n] と書く．また，有限集合 S の濃度を |S|，S の k 元部分

集合全体を
(
S
k

)
で表すこととする．有限集合 S の部分集合族 T1,T2 ⊂ 2S に対して，ある自己全

単射 f : S → S が存在して，任意の I1 ∈ T1 について f(I1) ∈ T2 かつ任意の I2 ∈ T2 について

f−1(I2) ∈ T1 であるときに T1 と T2 は同型であるという．また，S の部分集合族 T ⊂ 2S の補構造

T∗ を {S \ I | I ∈ T}によって定義しておく．さらに有限次元 affine空間 Aとその部分空間 A′ に対

し余次元を codimA′ = dimA− dimA′ によって定義する．

2.1 分割

自然数をいくつかの正整数の和で表すことを自然数の分割と呼ぶ．より正確には正整数の単調

有限列 ν = (ν1 ≤ . . . ≤ νr) が n =
∑

1≤i≤r νi を満たすとき，ν を n の分割と呼ぶ．分割 ν が

(d1 = · · · = d1︸ ︷︷ ︸
a1

< d2 = · · · = d2︸ ︷︷ ︸
a2

< · · · < dl = · · · = dl︸ ︷︷ ︸
al

)であるとき ν = da1
1 d

a2
2 · · · dal

l と表すことと

する．例えば 6の分割であれば次の 11個の分割がある．

16, 1421, 1331, 1222, 1241, 112131, 23, 1151, 2141, 32, 61.

また，有限集合 V の部分集合族 V (̸∋ ∅) であって
∪

V ′∈V V
′ = V と任意の V ′, V ′′ ∈ V に対して

V ′ ∩ V ′′ = ∅ を満たすとき V の分割という．V の分割全体は V の部分集合族の集合であるから同

型から定まる同値関係 ∼ が定まる．この同値類は適当な代表元を取ることで，自然数 |V | の分割
ν = (|V1| ≤ · · · ≤ |Vr|)として記述できる．この同値類の元を型 ν の分割と呼ぶことにする．

2.2 超平面配置

Affine 空間 Ak = Kk の超平面とは余次元 1 の affine 部分空間のことである．また，有限個

の affine 超平面からなる集合 A = {H1, . . . , Hn} を affine 空間 Kk 上の超平面配置 (hyperplane

arrangement)と呼ぶ．以降 affineという枕詞をつけず，超平面配置あるいは配置，また n, k を強調

したいときは用語としてあまり一般的ではないが (n, k)-配置と呼ぶことにする．一般に超平面は適

当な αi ∈ Kk と ti ∈ Kを使い Hi = {v ∈ Kk | αi · v = ti}と書ける．ここで α · v は α ∈ Kk の転



置 αT と v との積 αTv である．この αi は定数倍を除いて一意的であり，K = R,Cの場合に倣って
Hi の法線ベクトルと呼ぶことにする．

超平面配置の部分集合を部分配置と呼ぶ．(n, k)-配置 A の任意の部分配置 A′ に対して |A′| ≤ k

なら codim
∩

H∈A′ H = |A′|，そうでないなら
∩

H∈A′ = ∅ であるとき A が一般の位置にあるとい
う．超平面配置 Aが

∩
H∈AH ̸= ∅を満たすとき中心的であるという．

超平面配置Aに対して，その組合せ型 (combinatorics)あるいは交差順序集合 (intersection poset)

とは Aの超平面の非空な交わり全体からなる階数付き順序集合 L(A)である．この階数は余次元に

よって与えられる．つまり，L(A) =
{∩

H∈A′ H ̸= ∅
∣∣ A′ ⊂ A

}
, rank(W ) = codim (W ) である．

一般に超平面配置の組合せ型は結び半束となる．特に中心的であるとき，組合せ型は交わりも持ち束

になる．また，S を Aの添字集合としたとき組合せ型の元W ∈ L(A)に対してW を通る超平面の

添字集合を T(W ) = {i ∈ S |W ⊂ Hi}として定義する．さらに超平面配置の階数を L(A)の階数と

して定義する．つまり rank(A) = maxW∈L(A) rankW である．

例 1 (組紐配置). 組紐配置 Bn とは Kn の中心的配置 {Hij | i < j} である．ここで各超平面は
Hij = {(x1, . . . , xn)T ∈ Kn | xi = xj} として定義される．

∩
H∈Bn

H = {(x1, . . . , xn)T ∈ Kn |
x1 = . . . = xn} ̸= ∅ であり，rank(

∩
H∈Bn

H) = n − 1 であることから rank(Bn) = n − 1 がわか

る．例えば n = 4のとき適当な affine部分空間での断面は図 1のようになり，この組合せ型 L(B4)

の Hasse 図は図 2 のようになる．ここで T(Fi1i2i3) = {i1i2, i2i3, i1i3},T(Fi1i2/i3i4) = {i1i2, i3i4}
とした．つまり Fi1i2i3 = Hi1i2 ∩Hi2i3 ∩Hi1i3 , Fi1i2/i3i4 = Hi1i2 ∩Hi3i4 である．

H12

H13H23

H34

H14 H24

図 1 組紐配置 B4 の断面
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∩
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図 2 組紐配置 B4 の組合せ型 L(B4)

また，Ak を K上の射影空間 Pk = P(Kk+1)の部分空間だと考えると，超平面H ∈ Aの閉包H を

とれる．このH を集めることで Pk 上の超平面配置が得られる．これを無限遠超平面H∞ = Pk \Ak

上に制限したものを A∞ = {H∞,i = H∞ ∩Hi | Hi ∈ A}と書くことにする．

2.3 判別的配置

さて，本研究の主題である判別的配置を定義していこう．

定義 2 (判別的配置 [MS89]). 一般の位置にある (n, k)-配置 A = {H1, . . . , Hn} を固定する．
t = (t1, . . . , tn)

T ∈ Kn に対してHi ∈ Aの t-平行移動をHt
i = {v ∈ K | αi · v = ti}によって定義す



る．さらに A の t-平行移動 At を {Ht
1, . . . , H

t
n} をして定義する．A の t-平行移動全体のなす空間

を S(A) = {At | t ∈ Kn} ∼= Kn とすると，At が一般の位置にないようなもの全体はいくつかの超平

面 DL の和集合として記述される．この超平面 DL 全体の集合として判別的配置 B(n, k,A)を定義

する．ここで Lは [n]の k + 1元部分集合全体を走り，DL =
{
At ∈ S(A)

∣∣∩
i∈LH

t
i ̸= ∅

}
である．

つまり，B(n, k,A) = {DL | L ∈
(

[n]
k+1

)
}である．

判別的配置 B(n, k,A) は階数 n − k で中心的な (
(

n
k+1

)
, n)-配置である．実際

∩
D∈B(n,k,A)D ={

At ∈ S(A) |
∩

Ht∈At Ht ̸= ∅
}
であり，

∩
Ht∈At Ht ̸= ∅となるような tは H1, . . . , Hk まで勝手な

平行移動ができるから，このような平行移動全体は k次元空間をなす．よって rank
(∩

Ht∈At Ht
)
=

n− k を得る．さて，判別的配置が組紐配置の一般化になっていることを確認しておこう．

例 3. k = 1とする．(n, 1)-配置 A = {H1, . . . , Hn}は Kの中の点配置である．この t-平行移動 At

は Ht
i = {v ∈ K | v = ti} = {ti}として記述される．また，DL の添字集合はは

(
[n]
2

)
あるから自然

数 1 ≤ i < j ≤ nに対して超平面を Dij と書こう．また Ht
i ∩Ht

j ̸= ∅は ti = tj と同値であるから

Dij
∼= {(t1, . . . , tn)T ∈ Kn | ti = tj}となる．従って B(n, 1,A)は例 1の組紐配置 Bn と一致する．

判別的配置の超平面 DL, L = {i1, . . . , ik+1} ∈
(

[n]
k+1

)
の法線は Kn ∼= S(A)の標準基底を {ei}1≤i≤n

とすることで

αL = det

(
ei1 · · · eik+1

αi1 · · · αik+1

)
と書かれることが知られている (cf.[BB97])．従って B(n, k,A) の組合せ型は A の t-平行移動に依

存せず A∞ のみで決定されることがわかるため，B(n, k,A∞)と書くことにする．

一般の位置にある配置の 2つのクラスを Bayer，Brandt [BB97]，Athanasiadis [Ath99]に従って

定義する．

• K = Cとする．このとき，組合せ型の濃度 |L (B(n, k,A∞))|が最大であるような一般の位置
にある (n, k)-配置Aを very generic と呼ぶ．very genericな (n, k)-配置から得られる判別的

配置を B(n, k)と書く．
• 任意の体 K 上の一般の位置にある (n, k)-配置 A が L(B(n, k,A∞)) ∼= L(B(n, k)) となると
き，Aも very genericと呼ぶ．

• very genericでない一般の位置にある配置 Aを non very generic と呼ぶ．

W ∈ L(B(n, k))を very genericな点という．また，W ′ ∈ L(B(n, k,A∞))に対して very genericな

点W が存在して T(W )と T(W ′)が同型であるときW ′ も very genericな点という．逆に non very

genericな配置 Aに対してW ∈ L(B(n, k,A∞))が very genericな点でないとき non very generic

な点であるという．m(A)を L(B(n, k,A))の極小な non very genericな点の個数とする．

さて，(n, k)-配置 Aと T = {L1, . . . , Lr} ⊂
(

[n]
k+1

)
に対して At が次の条件を満たすときKT-移動

と呼ばれる；任意の L ∈ T, j /∈ Lに対して
∩

i∈LH
t
i ̸= ∅かつ Ht

j ∩
(∩

i∈LH
t
i

)
= ∅（cf.[SY21]）.

例 4 (Crapoの例 [Cra85]). A = {H1, . . . , H6}を一般の位置にある実 (6, 2)-配置，T = {{1, 2, 3},
{1, 5, 6}, {2, 4, 6}, {3, 4, 5}} とする．この very generic な配置 A について，相異なる 3 元

L1, L2, L3 ∈ T は 4 通りの選び方があるから，階数 3 の点 DL1
∩DL2

∩DL3
が 4 つ得られる．例



えば F = D123 ∩D156 ∩D345 を考えると，その元 At ∈ F は図 3 のような配置になる．このとき

F ̸⊂ D246 であり，KT-移動にならない．一方でAがある種の代数方程式を満たすときKT-移動が存

H1
H6

H2

H3 H4

H5

図 3 L(B(6, 2,A))の very genericな点

H1
H6

H2

H3 H4

H5

図 4 L(B(6, 2,A))の non very genericな点

在し，これが non very genericな点になる．実際，very genericな配置では 4点あった階数 3の点

が 1つの点 D123 ∩D156 ∩D246 ∩D345 に退化していることがわかる．[6]の部分集合族がこの例の

Tと同型であるとき 4-集合と呼ばれる（cf.[SY21]）．4-集合 Tに対するKT-移動 At と同じ組合せ型

を持つ配置を Crapo の配置と呼ぶことにする．rank(B(6, 2,A)) = 4 であることを考えると (6, 2)-

配置 Aが non very genericであることの必要十分条件は Aの平行移動が存在し，Crapoの配置に

なることだと分かる．

例 5 (Falk の例 [Fal94]). A = {H1, . . . , H6} を一般の位置にある実 (6, 2)-配置，T =

{{1, 2, 3, 4}, {1, 2, 5, 6}, {3, 4, 5, 6}} とする．このとき KT-移動 At が存在すれば，それらのな

す集合は階数 2 の non very generic な点になる．KT-移動 At が得られたとき K3 の中の 3 直

線 Ht
1 ∩ Ht

2,H
t
3 ∩ Ht

4,H
t
5 ∩ Ht

6 が同一平面上にあることになる．これを A∞ で解釈すると 3 点

H∞,1 ∩H∞,2,H∞,3 ∩H∞,4,H∞,5 ∩H∞,6 が共線であることに他ならない（cf.[LS18]）．この例の

ように [6] の部分集合族が [6] の23 型の分割の補構造になっているとき，その部分集合族は good

6-partition と呼ばれる（cf.[SSY17],[SSY19]）．rank(B(6, 3,A)) = 3 であることを考えると (6, 3)-

配置 Aが non very genericであることの必要十分条件は good 6-partitionTから得られる KT-移動

が存在することだと分かる．

より高次元，一般の non very genericな例は [LS18],[SY21]などを参照されたい．

2.4 グラフ

グラフとは有限集合 V とその 2 元部分集合の族 E ⊂
(
V
2

)
の組 G = (V,E) である．E =

(
V
2

)
であるとき完全グラフと呼びこのグラフを KV，特に V = [n] であるとき Kn と書く．V の元

を頂点，E の元を辺と呼ぶ．G = (V,E) の辺の部分集合 E′ ⊂ E が，V の分割を与えていると

き，辺集合 E′ を G の 1-因子と呼ぶ．G の 1-因子の族 {E1, . . . , Er} が E の分割を与えていると

き，この族を G の 1-因子分解という．E′ = E ∩
(
V ′

2

)
で定めたとき (V ′, E′) を誘導部分グラフと

いい G[V ′] と書く．これを一般化し V の分割 V = {V1, . . . , Vr} に対して誘導部分グラフ G[V] を
(V,E[V]), E[V] =

∪r
i=1E ∩

(
Vi

2

)
によって定める．頂点と辺の部分集合 V ′ ⊂ V,E′ ⊂ E ∩

(
V ′

2

)
の

組 (V ′, E′)を部分グラフという．また，相異なる頂点の列 v0, . . . , vk ∈ V が任意の i ∈ [k]について

{vi−1, vi} ∈ E であるとき v0 と vk を結ぶ道と呼ぶ．頂点の部分集合 V ′ ⊂ V が任意の v, v′ ∈ V に



対して v と v′ を結ぶ道があるとき V ′ を Gの連結成分と呼ぶ．

さて，完全グラフ KV に対して，V の型 da1
1 d

a2
2 · · · dal

l の分割 V が与えられたときの誘導部分グ
ラフ KV [V]を考えておこう．完全グラフであるから KV [V]の辺の数は V の型のみに依存し，それ
は m(da1

1 d
a2
2 · · · dal

l ) =
∑

1≤j≤l aj
(
dj

2

)
によって与えられる．|V | = 6 であるとき以下のように計算

できる．
m(16) = 0, m(1421) = 1, m(1331) = 3, m(1222) = 2,

m(1241) = 6, m(112131) = 4, m(23) = 3, m(1151) = 10,

m(2141) = 7, m(32) = 6, m(61) = 15.

(1)

2.5 6次対称群の外部自己同型 ϕと完全グラフKϕ([6])

S6 の (12)(34)(56) の共役類を C = ConjS6
((12)(34)(56)) とおく．この小節では C の部分集合

C ′ が生成する部分群 ⟨C ′⟩に C の元がいくつ含まれているかを 6頂点完全グラフと対応づけること

で考える．まず，6次対称群 S6 には次の外部自己同型 ϕが存在する．

(12) 7→ϕ((12)) = (15)(26)(34), (23) 7→ϕ((23)) = (12)(35)(46),

(34) 7→ϕ((34)) = (15)(24)(36), (45) 7→ϕ((45)) = (14)(26)(35),

(56) 7→ϕ((56)) = (15)(23)(46).

この外部自己同型によって互換は C の元にうつる．特に互換全体に ϕを制限したとき，C との間の

全単射を与える．

さて，K6 の辺 {i, j} ⊂ [6] を互換 (ij) ∈ S6 と同一視し ϕ の像として得られる 6 頂点完全グ

ラフ Kϕ([6]) = (V,
(
V
2

)
)（図 5）を考えよう．つまり，K6 の頂点集合 [6] について ϕ : [6] → V =

ϕ([6]) = {ϕ(i) | i ∈ [6]}; i 7→ ϕ(i) とする．Kϕ([6]) の辺集合と C の濃度は共に 15 であるから再び

辺 {ϕ(i), ϕ(j)}を ϕ((ij)) ∈ C と同一視する．外部自己同型によって与えられているから Kϕ([6]) の
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図 5 完全グラフKϕ([6])
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図 6 ϕ(1)上での 1-因子分解

辺の部分集合 C ′ ⊂ C を選んだとき，それらが生成する S6 の部分群 ⟨C ′⟩に含まれる辺は C ′ が定



める連結成分によって決定される．つまり部分グラフ (V,C ′) ⊂ Kϕ([6]) の連結成分による V の分割

V = {V1, . . . , Vr}が C ∩ ⟨C ′⟩を定める．特に ν 型の分割 V なら |C ∩ ⟨C ′⟩|は Kϕ([6])[V]の辺の数
m(ν)である．いま，V は 6点からなりm(ν)は式 (1)で与えられている．

最後に S6 の元による [6] の軌道分解を o : S6 → 2[6];σ 7→ {⟨σ⟩i | i ∈ [6]} によって定義
する．特に Kϕ([6]) の辺 (i1i2)(i3i4)(i5i6) ∈ C による軌道分解は 1-因子 o((i1i2)(i3i4)(i5i6)) =

{{i1, i2}, {i3, i4}, {i5, i6}}を与える．これは good 6-partitionTの補構造 T∗ になっていることに注

意しておく．また，任意の頂点 ϕ(i) ∈ V に対して接続する辺は K6 の 1-因子分解 {o(ϕ((ij)))}j ̸=i

を与えている（cf. 図 6）．逆に，共通の頂点を持たない Kϕ([6]) の 2 辺 ϕ(i1i2), ϕ(i3i4) に対しては

o(ϕ(i1i2)) ∩ o(ϕ(i3i4)) ̸= ∅となる．また，oを C に制限した写像 o|C : C → 2[6] は単射であるから

C と good 6-partition 全体の間に全単射 ψ = (·)∗ ◦ o|C : C → {T ⊂ 2[6] | Tは good 6-partition}
があることもわかる．

3 主結果

3.1 B(6, 2,A)の分類

この小節では A = {H1, . . . , H6} を一般の位置にある (6, 2)-配置とする．射影直線上の複比を使

い計算することで以下の補題がわかる．

補題 6. 以下は同値．

i. ある t ∈ K6 が存在して At が 4-集合 (L1, L2, L3, L4) = ({i1, i2, i3}, {i1, i5, i6}, {i2, i4, i6},
{i3, i4, i5})によって定まる Crapoの配置になる．

ii.
|αi1αi5 ||αi2αi6 ||αi3αi4 |
|αi1αi6 ||αi2αi4 ||αi3αi5 |

= 1. (2)

iii. 射影直線 H∞ 上の対合的射影変換 σ が存在して σ(H0
ij
) = H0

ij+3
を満たす．ここで添字 j は Z6

の元とみなしている．

また，式 (2)に注目することでCrapoの配置が 4-集合 T = {L1, . . . , L4}から構成されたとき，4-集
合 T∗ = {[6] \ Li | i = 1, 2, 3, 4}から定まる Crapoの配置も生じることがわかる．従って B(6, 2,A)

の non very genericな点の個数は偶数になる．これは [Cra85]でも指摘されている．この対 {T,T∗}
から得られる non very genericな点の組を 4重点対と呼ぶことにする．

さて，補題 6の σ を添字集合 [6]の上の対称群 S6 の元だと考えると，σ = (i1i4)(i2i5)(i3i6) ∈ C

を得る．従って C と B(6, 2,A)の non-very genericな点，特に 4重点対との間に 1 : 1の対応がで

き，小節 2.5の議論から次の定理が従う．

定理 7. 任意の A に対して Kϕ([6]) の頂点集合の分割 V が存在して，Kϕ([6])[V] の辺集合が
L(B(6, 2,A))の 4重点対に対応する．このとき Aの型を V の型 ν と定める．特にm(A) = 2m(ν)．

注意 8. 1. 任意の K で一般射影変換群 PGL(2,K) が 6 重推移的でないことを使えば S6 ̸⊂
PGL(2,K)がわかり，ここから 61 型の配置が存在しないことがわかる．



2. non very genericな点の数が最大になるのは 1152 型の配置のときであり，これは Kの標数が
5の場合に限り存在する．

3.2 B(6, 3,A)の分類

この小節では A = {H1, . . . , H6}を一般の位置にある (6, 3)-配置とする．Pappusの定理と呼ばれ

る射影幾何学における古典的な定理がある．

定理 9 (Pappus). h1, h2, . . . , h6 を可換体上の射影平面上の一般の位置にある直線とする．h1 ∩
h2, h3 ∩ h4, h5 ∩ h6 が共線かつ h1 ∩ h6, h2 ∩ h3, h4 ∩ h5 が共線ならば h1 ∩ h4, h2 ∩ h5, h3 ∩ h6 も共
線である．

この定理の 3つの共線な 3点はそれぞれK6 の 1-因子に対応している．従ってこれらはKϕ([6]) の互

いに頂点を共有する辺とも対応し，特にこの辺と接続する頂点は 3頂点完全グラフを作ることがわか

る．従って T1,T2 を上の共線な 3点に対応する K6 の 1-因子とすると T1 ∩ T2 = ∅である．これら
を例 5での無限遠平面 H∞ ∼= P2 上の直線配置 A∞ に適用することで次の系を得る．

系 10. T1,T2 を T1 ∩ T2 = ∅であるような good 6-partitionsとする，σ1, σ2 ∈ C を T1 と T2 に対

応する元とする，もし KT1
-移動と KT2

-移動が存在するならば KT3
-移動が存在する．ここで T3 は

σ3 = σ1σ2σ1 に対応する good 6-partitionである（図 7参照）.

o(σ1) = {{i1, i2}, {i3, i4}, {i5, i6}}

o(σ3) = {{i1, i4}, {i2, i5}, {i3, i6}}

o(σ2) = {{i1, i6}, {i2, i3}, {i4, i5}}

H∞,i2
H∞,i1 H∞,i3 H∞,i4 H∞,i6H∞,i5

図 7 good 6-partitionの補構造と Pappusの配置

これらと小節 2.5の議論から次の補題が従う．

定理 11. 任意の A に対して Kϕ([6]) の頂点集合の分割 V が存在して，Kϕ([6])[V] の辺集合が
L(B(6, 3,A))の good 6-partitonから得られる non very genericな点に対応する．このとき Aの型
を V の型 ν と定める．特にm(A) = m(ν)．

定理 11を用いて計算をすることで次の分類を得ることができる．

定理 12. Kを標数 0，Aを K3 上の genericな配置とする．型 ν を持つ一般の位置にある配置 Aが
実現される最小の体は以下の表のようになる；

ν 16 1421 1331 1222 1241 112131 23 1151 2141 32 61

K Q Q Q Q Q Q ⋆ Q(
√
5) ⋆ Q(

√
−3) ⋆

.



ここで ⋆は型 ν の配置が標数 0の可換体上で実現されないことを意味する．

注意 13. 最後に幾つかの補足を加えておく．

1. 32 型の (6, 3)-配置は H∞ 上で Hesse の配置に対応している．これは [SSY19]Theorem 6.5.

で指摘されている．一方でこの分類は実 (6, 3)-配置から得られる判別的配置の non very

genericな点の数が 4であることの反例を構成している．

2. 1151 型の (6, 3)-配置は正 12面体の各面と平行な平面として構成される（図 8）．B(6, 2,A)の

図 8 正 12面体の各面と平行な平面から構成される配置

場合と合わせて考えると対称性が高いほど non-very genericな点が多いことが期待される．

3. (6, 3)-配置は 61 型であるとき，non very genericな点の数は最大になるが，標数 0の体上で

この型を持った配置の最小が実現する最小の体は 4元数体 F4 = {0, 1, ω, ω2 = ω + 1}で，そ
の法線ベクトル αi (i = 1, · · · , 6)は以下のように与えられる；

(α1α2α3α4α5α6) =

1 0 0 1 ω ω2

0 1 0 1 ω2 ω
0 0 1 1 1 1

 .

実はマトロイド理論における禁止マイナーを考えることで，61 型の配置は 4元以上からなる

標数 2の体上にのみ構成されることがわかる．
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