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概要

振動子が相互作用などによりリズムを揃える現象は同期現象と呼ばれ，自然界で広く観察され

る．例えば，細胞内でタンパク質の修飾状態が同期して変化し，集団的なリズムを生み出すこと

がある．一方，細胞内ではこれらのタンパク質の分解や新規合成も絶えず行われている．この摂

動が集団的なリズムに及ぼす影響を理解するために，位相が確率的にリセットされる蔵本モデル

を解析した．数値解析および定常解の摂動論的な解析は，リセットが集団振動を抑制することを

示唆した．

1 導入

1.1 生物のリズム現象と同期現象

周期的に時間変化する系（振動子）は自然界に広く観察される．多くの動物が約 1日単位で繰り返

す活動と睡眠のリズムはその例である．このリズムは概日リズムと呼ばれ，太陽光などの時刻を知る

ための手がかりが全く無くても維持されうることが知られている [1]．

複数の振動子が相互作用すると，互いに振動のタイミングを揃えて集団的な振動を示すことがあ

り，この現象は同期現象と呼ばれる [2]．例えば，概日リズムの研究によく用いられる単細胞性のシ

アノバクテリア Synechococcus では，細胞内に多数存在するタンパク質の修飾状態が同期して変化

することで一細胞単位の概日リズムが生み出されると考えられている [3, 4]．

1.2 蔵本モデルと非同期-同期転移

相互作用により同期する振動子の数理モデルで解析的に取り扱いやすいものとして，蔵本モデルが

知られている [5, 6]．このモデルでは 1つの振動子の状態を位相と呼ばれる 1つの変数で表し，その

時間発展を以下のように与える：

dθi(t)

dt
= ωi +

κ

N

N∑
j=1

sin (θj(t)− θi(t)) . (1)

ここで，i = 1, 2, . . . , N であり，N は振動子の総数である．また θi ∈ [0, 2π)は振動子 iの位相であ

る．右辺第一項の ωi は固有振動数と呼ばれ，振動子間の相互作用が無い場合の振動子 iの振動数を

表す．右辺第二項は振動子間の相互作用を表しており，その強さ κ ≥ 0は結合強度と呼ばれる．



振動子集団の状態を表す変数として以下のように複素秩序変数を導入する：

r(t) :=
1

N

N∑
j=1

eiθj(t) (2)

ここで，iは虚数単位を表す．複素秩序変数は，複素平面の単位円周上に，位相を偏角として振動子

を配置したときの重心に対応する (図 1)．また，

R(t) := |r(t)|, (3a)

Θ(t) := arg r(t) (3b)

とおけば，0 ≤ R ≤ 1は位相の揃い具合の指標になる．例えば，位相が [0, 2π)上に一様に分布して

いれば R = 0となる．また，全ての振動子が同じ位相をもつ必要十分条件は R = 1である．本稿で

は Rを蔵本秩序変数と呼ぶ．

(a) (b)

図 1 複素秩序変数の図示．黒く塗りつぶされた円が複素平面の単位円上に配置された振動子を

表す．赤い矢印が複素秩序変数を表す．矢印の長さが Rに，矢印の指す向きが Θに対応する．

振動子数 N が十分大きいとき，式 (1)で結合強度 κを大きくすると，ある κの値を境に R(t)の

長時間平均 ⟨R⟩ が急激に大きくなる (図 2)．さらに，その傾向は振動子数 N が大きくなるほど顕著

になる．

式 (1)の N → ∞の極限に対応するモデルとして，以下の式がしばしば用いられる [5, 7]：

∂p(θ, ω, t)

∂t
= − ∂

∂θ
[v̂(θ, ω, t)p(θ, ω, t)] (4a)

v̂(θ, ω, t) = ω + κ

∫ 2π

0

sin (ϕ− θ) p(ϕ, t)dϕ. (4b)

ここで p(θ, ω, t)は時刻 tにおいて固有振動数が ω で位相が θ である振動子の密度を表す．式 (1)か

ら式 (4)の厳密な導出は [8]で与えられている．

蔵本は，振動子数 N → ∞の極限において，固有振動数 ωi の分布 g(ω)が単峰形で ω = ω0 に関

して対称であるとき，結合強度 κが 2
πg(ω0)

=: κc を越えると ⟨R⟩ ̸= 0を満たす解が出現することを

見出した [5]．後に，式 (4)では κ = κc で分岐が生じて非同期状態に対応する解が不安定化し，同期

状態に対応する解が生じることが千葉により示された [9, 10]．

1.3 タンパク質の分解・合成と位相のリセット

蔵本モデルでは，振動子は振動の途中で消滅したり増殖したりしない．一方，1.1節で触れたタン

パク質は，細胞内で新規合成されたり分解されたりする．このような代謝は集団振動にどのように影

響するだろうか．



図 2 式 (1)における蔵本秩序変数の長時間平均 ⟨R⟩の結合強度 κ 依存性．結合強度 κ = κc(=

0.2) 程度を境に ⟨R⟩ が立ち上がる様子が見て取れる．この傾向は振動子数 N が大きいほど顕著

になる．

本研究では，新規合成と分解のレートが同程度の場合について，代謝の効果を取り込んだ振動子集

団のモデルを考え，解析する．合成されるタンパク質の個数と分解されるタンパク質の個数が釣り

合っていると仮定すると，代謝は一部の振動子を新規合成後に対応する状態へとリセットすることに

より表現されるだろう．そこで，位相が確率的にリセットされる蔵本モデルを考え，さらに，その振

動子数無限大の極限を記述する偏微分方程式を提案する．この偏微分方程式の定常解の摂動論的な安

定性解析は，位相のリセットが集団振動を抑制することを示唆する．この解析結果は，有限個の振動

子に関する数値シミュレーション結果とよく合致する．

2 リセットを受ける蔵本モデル

2.1 位相方程式による記述

以下のような位相振動子モデルを考える：

θi(t+∆t) =

{
ϕi ∼ f (with probability α∆t),

θi(t) +
[
ω + κ

N

∑N
j=1 sin (θj − θi)

]
∆t (otherwise),

(5)

i = 1, 2, . . . , N.

ここで，θi ∈ [0, 2π)は振動子 iの位相を，N は振動子の総数を，κは結合強度を，∆tは小さな時間

を表す．また，固有振動数はどの振動子も ω であるとする．リセット率 α ≥ 0は単位時間あたりに

位相がリセットされる確率を表す．リセット直後の位相は
∫ 2π

0
f(ϕ)dϕ = 1 を満たす関数 f にした

がって与えられるとする．以後 f をリセット分布と呼ぶ．

式 (5)は式 (3)で定義した Rと Θを用いて以下のように書き直すことができる：

θi(t+∆t) =

{
ϕi ∼ f (with probability α∆t),

θi(t) + v(θi(t), t)∆t (otherwise),
(6)

v(θ, t) = ω + κR(t) sin (Θ(t)− θ) . (7)

式 (5)で振動子数 N = 8000とした場合の数値シミュレーション結果の例を図 3に示す．複素秩

序変数が振動する解 (図 3(a))やほぼ定常になる解 (図 3(b))の存在が示唆される．



図 3 秩序変数のダイナミクス．(a) リセット率 α = 0.1(b) リセット率 α = 0.3．その他のパラ

メータは ω = 1, κ = 0.3．また，リセット分布 f(ϕ)はディラックのデルタ関数 δ(ϕ)とした．

2.2 偏微分方程式による記述

振動子 1, 2, . . . , N の時間発展方程式は，R(t),Θ(t) が与えられたもとでの 1 つの振動子の時間

発展方程式と同じ形をしていることが式 (6), (7) よりわかる．そこで，これらの式を，既知の関数

v(θ, t)に依存する 1つの振動子の時間発展方程式とみなして確率密度関数 p(θ, t)の時間発展方程式

を形式的に求め，さらに ∆t → 0とすると，以下の式を得る：

∂p(θ, t)

∂t
= − ∂

∂θ
[v(θ, t)p(θ, t)]− αp(θ, t) + αf(θ). (8)

ここで，式 (7)より関数 v(θ, t)は本来 N 個の振動子の位相に依存するはずである．しかし，振動子

数が十分大きければ以下のように近似できると仮定する：

v(θ, t) ≈ ω +

∫ 2π

0

sin(ϕ− θ)p(ϕ, t)dϕ =: v̂(θ, t) (9)

これにより，リセットを受ける蔵本振動子のモデル式として以下を得る：

∂p(θ, t)

∂t
= − ∂

∂θ
[v̂(θ, t)p(θ, t)]− αp(θ, t) + αf(θ), (10a)

v̂(θ, t) = ω + κ

∫ 2π

0

sin (ϕ− θ) p(ϕ, t)dϕ. (10b)

式 (10)の数値シミュレーション結果は，式 (5)で N が大きな場合の数値シミュレーション結果を

よく再現する (図 4) ．一方，式 (10)の厳密な導出は今後の課題である．

3 解析

3.1 複素秩序変数のゆらぎ ζ

式 (4) は非同期状態に対応する一様定常解 p(θ, t) = 1
2π を解にもち，この解が実現するとき

⟨R⟩ = 0である．一方，振動子が位相を揃えて一つの振動子のように振る舞えば ⟨R⟩ > 0となる．し

たがって，⟨R⟩は同期した集団振動の現れを検出するのに役立つ．一方，式 (10)は α > 0のとき一
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図 4 式 (5)と式 (10)の比較．(a)図 3(a)のパラメータを用いた場合の R cos(Θ)のパワースペ

クトル．黄色い実線は有限個 (N = 8000)の振動子の数値シミュレーションにより得た．黒い点

線は偏微分方程式 (10) のシミュレーションにより得た．(b) 図 3(b) のパラメータを用いた場合

の定常解の位相分布．ヒストグラムは有限個 (N = 8000)の振動子のシミュレーションにより得

た．青い実線は偏微分方程式 (10)のシミュレーションにより得た．

様な定常解 p(θ, t) = 1
2π をもたない．その代わり，⟨R⟩ > 0となる一様でない定常解をもつことが図

図 3(b), 図 4(b) から予想される．

そこで，集団振動の現れを検出するために，複素秩序変数のゆらぎの大きさを表す以下の変数を導

入する [11]：

ζ(t) = |r(t)− ⟨r⟩| . (11)

この変数の長時間平均 ⟨ζ⟩は複素秩序変数 rが定常なとき 0であり，rが振動するとき正の値をとる．

3.2 数値シミュレーション

複素秩序変数のゆらぎの長時間平均 ⟨ζ⟩がモデルのパラメータ κ, α にどのように依存するかを式

(5)の数値シミュレーションにより調べた (図 5)．リセット率 αが大きくなるにつれて，集団振動が

生じるのに必要な κが大きくなっていることが観察される．

図 5 複素秩序変数のゆらぎの長時間平均 ⟨ζ⟩のパラメータ依存性．カラースケールが ⟨ζ⟩の大きさを表す．



3.3 定常解の線形安定性解析

複素秩序変数 r が振動するパラメータ領域を求めたいが，式 (4)とは異なり式 (10)は一様な定常

解をもたないため，定常解の安定性解析を厳密に行うのは難しい．そこで，リセット率 αを微小量と

して定常解の安定性を摂動論的な解析により調べる．定常解が

p̂(θ) =
1

2π
+ αq(θ) + α2w(θ) + . . . (12)

と展開できると仮定し，この定常解の周りの線形化方程式を求めると，以下のようになる：

∂ρ

∂t
= (L+ αS + α2T )ρ(θ, t) +O

(
α3

)
, (13)

Lρ(θ) = − ∂

∂θ

{
ωρ+

κ

2π

∫
ρ(θ′) sin(θ′ − θ)dθ′

}
, (14)

Sρ(θ) = − ∂

∂θ

{
κq(θ)

∫
ρ(θ′) sin(θ′ − θ)dθ′ + κρ(θ)πi

[
q1e

iθ − q−1e
−iθ

]}
− ρ, (15)

T ρ(θ) = − ∂

∂θ

{
κw(θ)

∫
ρ(θ′) sin(θ′ − θ)dθ′ + κρ(θ)πi

[
w1e

iθ − w−1e
−iθ

]}
. (16)

ここで，qj , wj (j = ±1)はそれぞれ q(θ), w(θ)を複素フーリエ級数展開したときの eijθ の係数であ

る．線形作用素 Lは eimθ =: u
(0)
m (θ)(m = 0,±1,±2, . . .)を固有関数としてもち，対応する固有値は

λ(0)
m =


0 (m = 0)
κ
2 − imω (m = ±1)

−imω (|m| ≥ 2)

(17)

である．さらに，u
(0)
m (θ)は Lの共役な作用素 L∗ の固有関数にもなっており，その固有値は λ

(0)
−m で

ある．式 (13)の固有値と固有関数がそれぞれ

λm =

∞∑
l=0

λ(l)
m αl, (18)

um(θ) =

∞∑
l=0

u(l)
m (θ)αl (19)

と展開できると仮定して λm を αの 1次の項まで求めると，

λ0 = −α, (20a)

λ±1 =
κ

2
− α∓ iω, (20b)

λm = −α− imω (|m| ≥ 2), (20c)

となる．式 (20)で λm が κに依存するのはm = ±1のときのみである．よって αに関して 2次以

上の摂動が無視できる場合，結合強度の増加に伴って不安定化するモードはm = ±1に限定される．

この不安定化が生じる結合強度 κの値は，式 (20b)右辺の実部が 0になる κの値により近似される：

κc ≈ 2α (21)



式 (21)で与えられる直線を図 5に白線で示す．小さな αの領域でシミュレーション結果とよく合致

していることが観察される．

同様に，λm を αの 2次の項まで求めると，

λ0 = −α, (22a)

λ1 =
κ

2
− iω − α+ α2(κπ)2

[
−|q2|2

2iω
− 4|q1|2

iω + κ
2

]
, (22b)

λ2 = −2iω − α+ 2α2(κπ)2
[
2|q1|2

iω + κ
2

− 3|q1|2

iω

]
, (22c)

λm = −imω − α− 2mπ2α2κ2|q1|2

iω
, (22d)

およびこれらの複素共役をとったものが得られる．これらの実部は以下で与えられる：

Re (λ0) = −α, (23a)

Re (λ1) =
κ

2
− α− 2α2|q1|2π2 κ3

ω2 +
(
κ
2

)2 , (23b)

Re (λ2) = −α+ 2α2|q1|2π2 κ3

ω2 +
(
κ
2

)2 , (23c)

Re (λm) = −α. (23d)

式 (23b)右辺を 0とおくと，κについて 3次方程式になる．その解を図 5に黄緑色の点線で示す．式

(21)よりも広範囲でシミュレーション結果と合致する様子が観察される．

4 まとめと今後の課題

相互作用する振動子の集団振動に代謝が与える影響について調べるために，位相が確率的にリセッ

トされる蔵本モデルを考えた．有限個の数値シミュレーションから，リセット率 αが大きくなると集

団振動に必要な相互作用強度が大きくなること，つまり，リセットは集団振動を抑制する効果がある

ことが示唆された．さらに，振動子数無限大に対応する偏微分方程式を提案した．この方程式が定常

解をもつことを仮定してその安定性を摂動的に評価すると，シミュレーション結果とよく合致した．

振動子数 N → ∞のモデルとして提案した偏微分方程 (10)の厳密な導出は今後の課題である．ま

た，数値計算は固有値と固有関数の摂動展開の妥当性を支持しているものの，摂動展開の可否や固有

値以外のスペクトルに関する解析は行えていない．

本稿では述べなかったものの，図 5で考慮した範囲より大きな結合強度 κを用いると，[0, 2π)より

も狭い台をもつ定常解が現れるという結果が予備的なシミュレーションにより得られている．この解

の出現は v̂(θ, t) = 0を満たす θ の出現に対応すると予想しており，今後詳細に解析する予定である．
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