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概 要
本稿では, 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式の ground state とそのエネ

ルギーのパラメータ γ を無限大に近づけたときの漸近挙動について考える。さらに, γ∗ より
小さい γ に対しては ground state は scalar のみになり, 大きい γ に対しては vector のみに
なるような正の閾値 γ∗ が存在するということを報告する.

1 導入
Cazenave-Lions [2] は

i∂tu+∆u+ |u|p−1u = 0 (1)

の定在波解の存在および安定性について研究した. この方程式は様々な物理的, 生物学的文脈で現
れ, 例えば, 非線形光学, ボーズ・アインシュタイン凝縮現象, DNA構造のモデリング等に現れる.

ここで定在波解とは, u(t, x) = eiωtφ(x) という形の (1) の解である. このとき φ は

−∆φ+ ωφ− |φ|p−1φ = 0

をみたす. 方程式 (1) の線形部分には分散効果があり, 時間発展させると, 解を平らにする効果が
ある. また非線形部分には集中効果があり, 解を集中させる効果がある. この分散効果と集中効果
が相殺したときに現れるのが定在波解である (Le Coz [10] も参照).

関連する問題設定の先行研究についても触れておく. Ardila [1] は以下の L2 制限最小化問題に
対して N = 1 かつ 1 < p < 5, α, β > 0 の設定で, 各 Vi が定数のときに解の存在性を示した:

a1, a2, a3 > 0 に対して

Iβα(a) := inf
u∈M(a)

Eβ
α(u), a = (a1, a2, a3),

M(a) := {u ∈ H1(RN ;C3) | ∥ui∥22 = ai (i = 1, 2, 3)},

Eβ
α(u) :=

1

2

3∑
i=1

∫
RN

|∇ui|2 + Vi(x)|ui|2 −
β

p+ 1

3∑
i=1

∫
RN

|ui|p+1 − αRe

∫
RN

u1u2u3.

さらに Kurata-Osada [9] は Ardila の結果を N ≤ 3, 1 < p < 1 + 4/N かつ対称なポテンシャル
をもつ場合に拡張した. また Osada [11] は, α = βκ (κ ∈ R) としたとき, κ の値によって β → ∞
における Iβα(a) およびその解の漸近挙動がどのように変わるのかについての結果を得た. 他の関
連モデルに対しては例えばTian-Wang-Zhao [13], Wang [14], Zhao-Zhao-Shi [15] やその中で参照
されている文献を参照のこと.



Colin-Colin-Ohta [6, 7] は次の 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式
i∂tu1 +∆u1 + |u1|p−1u1 = −γu3u2,

i∂tu2 +∆u2 + |u2|p−1u2 = −γu3u1,

i∂tu3 +∆u3 + |u3|p−1u3 = −γu1u2

(2)

に対して, 定在波解の安定性に関する研究を行った. この方程式はラマン増幅というレーザーとプ
ラズマの相互作用に関連した現象を記述する方程式である. この現象の物理的な背景は次の通り
である. まず入射レーザー場がプラズマに侵入すると後方散乱してラマン場が生成される. さら
に, この入射レーザー場と後方散乱したラマン場が相互作用して第 3の波である電子プラズマ波
を生成する. さらにこの 3つの波が相互作用してイオンの密度変化を作り出す. このイオンの密
度変化は先行する 3つの波に影響を及ぼす. このような現象をラマン増幅という ([3, 4] も参照).

Colin-Colin-Ohta の研究結果について詳しく述べる. 彼らは方程式 (2) の定在波解 (eiωtφ, 0, 0),

(0, eiωtφ, 0) が任意の γ > 0 に対して安定であり, 定在波解 (0, 0, eiωtφ) に関しては, ある γ∗ > 0

が存在して, 0 < γ < γ∗ ならば安定, γ > γ∗ なら不安定であるということを示した (Colin-Ohta

[5] についても参照のこと). ここで, φ は次の方程式の正値球対称解である:

−∆φ+ ωφ− φp = 0.

2 問題設定と主結果
以下の 3波相互作用をもつ非線形シュレディンガー方程式を考える:

−∆u1 + V1(x)u1 − |u1|p−1u1 = γu2u3,

−∆u2 + V2(x)u2 − |u2|p−1u2 = γu1u3,

−∆u3 + V3(x)u3 − |u3|p−1u3 = γu1u2.

(Pγ)

ここで, u := (u1, u2, u3), u1, u2, u3 は実数値関数, γ > 0, N ≤ 5, 2 ≤ p < 2∗ − 1 とする.

2∗ :=

∞ (N = 1, 2),

2N/(N − 2) (N ≥ 3).

さらにポテンシャル Vi に対しては以下の条件を課す:

(V1) ∀i = 1, 2, 3, Vi ∈ L∞(RN ;R).

(V2) ∀i = 1, 2, 3, Vi(x) ≤ lim|y|→∞ Vi(y) =: Vi,∞ ∈ R, a.e. x ∈ RN .

(V3) ∀i = 1, 2, 3, 0 < Ci ≤ Vi(x), a.e. x ∈ RN .

Pomponio [12] は γ > 0 が十分大きいときに (Pγ) の vector ground state (全ての成分が 0でな
いエネルギー最小解) の存在性を研究した. しかし, 十分小さい γ に対する ground state が scalar

(1つの成分のみ 0でない解)になるかどうかは明らかではなかった. 本稿ではこの問題に対して肯
定的な答えを与える. さらに γ → ∞ における ground state の詳細な漸近挙動を紹介する.



以下, 今回扱う問題設定の詳細を述べる. H := H1(RN ) ×H1(RN ) ×H1(RN ) とおく. (Pγ) の
解は次の汎関数の臨界点として特徴付けられる:

Iγ(u) :=

3∑
i=1

∫
RN

{
1

2
(|∇ui|2 + Vi(x)u

2
i )−

1

p+ 1
|ui|p+1

}
− γ

∫
RN

u1u2u3.

また, 最小エネルギーを以下のように定める:

cγ := inf
u∈Nγ

Iγ(u).

ここで

Nγ := {u ∈ H \ {(0, 0, 0)} | Gγ(u) = 0},

Gγ(u) :=

3∑
i=1

∫
RN

(|∇ui|2 + Vi(x)u
2
i − |ui|p+1)− 3γ

∫
RN

u1u2u3.

定義 2.1. u が (Pγ) の ground state であるとは, u が (Pγ) の非自明解であり, (Pγ) の任意の非
自明解 v に対して Iγ(u) ≤ Iγ(v) が成り立つことである.

詳細な漸近展開を述べるために次の極限問題を考える:
−∆w1 + V1(x)w1 = w2w3,

−∆w2 + V2(x)w2 = w1w3,

−∆w3 + V3(x)w3 = w1w2.

(P̃∞)

(P̃∞) の解は次の汎関数の臨界点として特徴づけられる:

Ĩ∞(w) :=
3∑

i=1

∫
RN

1

2
(|∇wi|2 + Vi(x)w

2
i )−

∫
RN

w1w2w3.

ここで先ほどと同様に最小エネルギーを以下のように定める:

c̃∞ := inf
w∈Ñ∞

Ĩ∞(w),

Ñ∞ := {w ∈ H \ {(0, 0, 0)} | G̃∞(w) = 0},

G̃∞(w) :=
3∑

i=1

∫
RN

(|∇wi|2 + Vi(x)w
2
i )− 3

∫
RN

w1w2w3.

以下, 今回得られた主結果を述べる. その前に極限問題の最小化問題 c̃∞ の最小化列のコンパク
ト性についての命題を述べる. 証明については Kurata-Osada [8] を参照のこと.

命題 2.2. {wn}∞n=1 ⊂ Ñ∞ を c̃∞ の最小化列とする.このとき部分列をとれば,ある {ξn}∞n=1 ⊂ RN

と (P̃∞) の ground state w ∈ H が存在して

∥wn(·+ ξn)−w∥H → 0

が成り立つ. (V1, V2, V3) ̸≡ (V1,∞, V2,∞, V3,∞) のとき, ξn = 0 (∀n ∈ N) ととれる.

ここで, (P̃∞) の ground state は vector になる. 命題 2.2 を用いて, cγ の漸近展開公式を得る.



定理 2.3. γ → ∞ のとき

cγ = c̃∞/γ2 + o(1/γ2).

また, {γn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を γn → ∞ となる数列とし, un を (Pγn) の ground state とする. この
とき部分列をとれば, ある {ξn}∞n=1 ⊂ RN と (P̃∞) の ground state w が存在して

∥γnun(·+ ξn)−w∥H → 0

が成り立つ. (V1, V2, V3) ̸≡ (V1,∞, V2,∞, V3,∞) のとき, ξn = 0 (∀n ∈ N) ととれる.

Pomponio [12] の Remark 1.1 より, cγ は偶関数になるので γ ∈ [0,∞) のみを考える.

定理 2.4. cγ は [0,∞) で単調減少かつ連続である. また, ある γ∗ > 0 が存在して cγ = c0 (γ ≤ γ∗)

かつ cγ < c0 (γ > γ∗) となる. さらに, γ < γ∗ のとき (Pγ) の ground state は scalar になり,

γ > γ∗ のときは vector になる.

γ

cγ

c0

γ∗

∼ c̃∞/γ2

O

scalar

vector

3 定理 2.3 の証明
以下のように汎関数 Iγ や cγ をスケール変換する:

u ∈ H に対して, w = γu とおく. このとき

Iγ(u) =
1

γ2
Ĩγ(w),

Gγ(u) =
1

γ2
G̃γ(w),

cγ =
1

γ2
c̃γ

となる. ここで

Ĩγ(w) :=
1

2

3∑
i=1

∫
RN

|∇wi|2 + Vi(x)w
2
i −

1

p+ 1

1

γp−1

3∑
i=1

∫
RN

|wi|p+1 −
∫
RN

w1w2w3,

c̃γ := inf
w∈Ñγ

Ĩγ(w),

Ñγ := {w ∈ H \ {(0, 0, 0)} | G̃γ(w) = 0},

G̃γ(w) :=
3∑

i=1

∫
RN

{
|∇wi|2 + Vi(x)w

2
i −

1

γp−1
|wi|p+1

}
− 3

∫
RN

w1w2w3.



また (Pγ) を変換すると
−∆w1 + V1(x)w1 − |w1|p−1w1/γ

p−1 = w2w3,

−∆w2 + V2(x)w2 − |w2|p−1w2/γ
p−1 = w1w3,

−∆w3 + V3(x)w3 − |w3|p−1w3/γ
p−1 = w1w2.

(P̃γ)

となる. これより定理 2.3 の証明は次の命題を示すことに帰着される:

命題 3.1. c̃γ → c̃∞ (γ → ∞) が成り立つ. さらに {γn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を γn → ∞ (n → ∞) とな
る数列とし, wn を (P̃γn) の ground state とする. このとき部分列をとれば, ある {ξn}∞n=1 ⊂ RN

と (P̃∞) の ground state w が存在して
∥wi,n(·+ ξn)− wi∥H1 → 0 (n → ∞)

が成り立つ. V ̸≡ V∞ なら ξn = 0 (∀n ∈ N) ととれる.

命題 3.1 の証明の前に次の補題を用意する.

補題 3.2 (c.f. Lemma 2.3 in Pomponio [12]). 任意の w ∈ H \ {(0, 0, 0)} に対して,

sγw ∈ Ñγ , Ĩγ(sγw) = max
s>0

Ĩγ(sw)

となる sγ > 0 がただ一つ存在する.

証明. w ∈ H \ {(0, 0, 0)} とする. s > 0 に対して

f(s) := Ĩγ(sw) =
A

2
s2 − B

p+ 1
sp+1 − Cs3,

A :=
3∑

i=1

∫
RN

|∇wi|2 + Vi(x)w
2
i > 0,

B :=
1

γp−1

3∑
i=1

∫
RN

|wi|p+1 > 0,

C :=

∫
RN

w1w2w3 ∈ R

とおく. f : (0,∞) → R が一意の最大点をもつことを示す.

lim
s→+0

f(s)

s2
= A > 0, lim

s→∞
f(s) = −∞

より, f は (0,∞) で少なくとも一つ最大点をもつ. すなわち, ある sγ > 0 が存在して
f(sγ) = max

s>0
f(s)

をみたす. s > 0 が f の最大点ならば
f ′(s) = As−Bsp − 3Cs2 = 0 ⇐⇒ A = Bsp−1 + 3Cs. (3)

sγ が (3) の一意解であることを示せばよい. C ≥ 0 のときは明らか. C < 0 のとき, D := −C と
おく. さらに

g(s) := A−Bsp−1 + 3Ds

とおく. このとき g′(s) = −(p − 1)Bsp−2 + 3D となるから, g′(s) は (0,∞) においてただ一つの
零点 s0 > 0 をもち, g′(s) > 0 (0 < s < s0) かつ g′(s) < 0 (s > s0) を得る. したがって g(s) は
(0,∞) においてただ一つの零点をもつ. (3) より sγw ∈ Ñγ を得る.



命題 3.1 の証明. (Step 1) まず upper bound c̃γ ≤ c̃∞ (∀γ > 0) を示す. w を (P̃∞) の ground

state とする. 補題 3.2 より, sγw ∈ Ñγ となる sγ > 0 が存在する. このとき

c̃∞ = Ĩ∞(w) ≥ Ĩ∞(sγw) ≥ Ĩγ(sγw) ≥ c̃γ .

(Step 2) 次に lower bound c̃γ ≥ c̃∞ + o(1) as γ → ∞ を示す. まず次を示す:

∃C > 0 s.t. ∀γ ≥ 1, ∀w ∈ Ñγ , ∥w∥H ≥ C.

実際, γ ≥ 1 と w ∈ Ñγ に対して

C∥w∥2H ≤
3∑

i=1

∫
RN

|∇wi|2 + Vi(x)w
2
i =

1

γp−1

3∑
i=1

∫
RN

|wi|p+1 + 3

∫
RN

w1w2w3

≤ C(∥w∥p+1
H + ∥w∥3H).

が成り立つ. したがって

C ≤ ∥w∥p−1
H + ∥w∥H

が成り立つ. p = 2 のときは明らか. p > 2 とすると

∥w∥p−1
H + ∥w∥H ≤ ∥w∥p−1

H +
1

p− 1

(
∥w∥H
ε

)p−1

+
p− 2

p− 1
ε(p−1)/(p−2)

となるので C − p−2
p−1ε

(p−1)/(p−2) > 0 となるくらい十分小さい ε > 0 をとればよい. 以上より, あ
る C > 0 が存在して任意の γ ≥ 1 と w ∈ Ñγ に対して ∥w∥H ≥ C が成り立つ.

wγ を (P̃γ) の ground state とする. このときある γ0 ≥ 1 と C > 0 が存在して, 任意の γ ≥ γ0

に対して, ∫
RN

w1,γw2,γw3,γ ≥ C

が成り立つ. 実際, c̃γ の upper bound より,

c̃∞ ≥ c̃γ =
1

6

3∑
i=1

∫
RN

|∇wi,γ |2 + Vi(x)w
2
i,γ +

1

γp−1

p− 2

3(p+ 1)

∫
RN

|wi,γ |p+1

≥ C∥wγ∥2H, ∀γ > 0

が成り立つ. したがって {wγ}γ>0 は H で有界である. wγ ∈ Ñγ であるから,

C ≤ C∥wγ∥2H ≤
3∑

i=1

∫
RN

|∇wi,γ |2 + Vi(x)w
2
i,γ

=
1

γp−1

3∑
i=1

∫
RN

|wi,γ |p+1 + 3

∫
RN

w1,γw2,γw3,γ

≤ 1

γp−1
C + 3

∫
RN

w1,γw2,γw3,γ

となる. したがって 十分大きな γ に対して,∫
RN

w1,γw2,γw3,γ ≥ C (4)



が成り立つ. 十分大きな γ に対して, tγ > 0 を tγwγ ∈ Ñ∞ となるものとする (この事実は補題
3.2 と同様の方法で示せる). このとき

3∑
i=1

∫
RN

|∇wi,γ |2 + Vi(x)w
2
i,γ = 3tγ

∫
RN

w1,γw2,γw3,γ . (5)

wγ ∈ Ñγ であるから,

3∑
i=1

∫
RN

|∇wi,γ |2+Vi(x)w
2
i,γ=

1

γp−1

3∑
i=1

∫
RN

|wi,γ |p+1+3

∫
RN

w1,γw2,γw3,γ (6)

を得る. (4),(5),(6) より,

3(tγ − 1)

∫
RN

w1,γw2,γw3,γ =
1

γp−1

3∑
i=1

∫
RN

|wi,γ |p+1,

0 ≤ tγ − 1 ≤ C

γp−1
,

すなわち, tγ → 1 (γ → ∞) を得る. したがって

c̃γ = Ĩγ(wγ) ≥ Ĩγ(tγwγ) = Ĩ∞(tγwγ) + o(1) ≥ c̃∞ + o(1), as γ → ∞.

したがって

c̃γ → c̃∞, as γ → ∞,

Ĩ∞(tγwγ) → c̃∞, as γ → ∞

を得る.

(Step 3) {γn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を γn → ∞ (n → ∞) となる数列とする. wn を (P̃γ) の ground

state とする. (Step 2) と同様の議論により, 十分大きな γn に対して, ある tn > 0 が存在して

∥wn∥2H ≤ C, ∀n ∈ N, tn → 1, as n → ∞, (7)

tnwn ∈ Ñ∞, ∀n ∈ N, Ĩ∞(tnwn) → c̃∞, as n → ∞

が成り立つ. 命題 2.2 より, 部分列をとれば, (P̃∞) の ground state w と {ξn}∞n=1 ⊂ RN (もし
V ̸≡ V∞ なら ξn = 0 (∀n ∈ N) ととれる) が存在して

∥tnwi,n(·+ ξn)− wi∥H1 → 0, as n → ∞.

さらに (7) より,

∥wi,n(·+ ξn)− wi∥H1 → 0, as n → ∞

を得る.

4 定理 2.4 の証明
定理 2.4 の証明を与える前に, いくつか補題を述べる.



補題 4.1. γ ∈ R とし u を (Pγ) の ground state で γ
∫
RN u1u2u3 = 0 となるものとする (も

し γ = 0 なら自動的にみたす). このとき cγ = mini=1,2,3 c(i) かつ u = (u1, 0, 0) or (0, u2, 0) or

(0, 0, u3) となる. ここで

IVi(ui) :=

∫
RN

1

2
(|∇ui|2 + Vi(x)u

2
i )−

1

p+ 1
|ui|p+1,

N (i) := {u ∈ H1(RN ) \ {0} | I ′Vi
(u)[u] = 0},

c(i) := inf
u∈N (i)

IVi(u) > 0.

補題 4.2. {γn}∞n=1 ⊂ (0,∞) を γn → 0 (n → ∞) となるものとし, un を (Pγn) の ground state

とする. このときある i ̸= j で ui,n, uj,n → 0 in H1(RN ) となるものが存在する.

定理 2.4 の証明. Claim 1. cγ は [0,∞) で単調減少する. Claim 1 は [12] の Lemma 2.5 と同様
の議論によって示せる.

Claim 2. cγ は [0,∞) で連続である. cγ の連続性の証明は本稿では省略する. 詳しくは Kurata-

Osada [8] を参照.

Claim 3. ある γ∗ ≥ 0 が存在して cγ = c0 (0 ≤ γ ≤ γ∗) かつ cγ < c0 (γ > γ∗) となる.

{γ ≥ 0 | cγ = c0} は有界閉区間である. 実際, cγ = c∞/γ2 + o(1/γ2) as γ → ∞ であるから, 有界
集合である. また閉集合であることは cγ の連続性から従う. また区間であることは cγ の単調性
から従う. したがって {γ ≥ 0 | cγ = c0} の最大値が存在する. γ∗ := max{γ ≥ 0 | cγ = c0} とお
く. このとき cγ = c0 (0 ≤ γ ≤ γ∗) かつ cγ < c0 (γ > γ∗) となる.

Claim 4. γ∗ > 0 となる. もし γ∗ = 0 とすると, γn → 0 (n → ∞) となる γn > 0 と (Pγn) の
vector ground state (u1,n, u2,n, u3,n) が存在する. 補題 4.2 より, u2,n, u3,n → 0 in H1(RN ) と仮
定してよい. {u1,n}∞n=1 は H1(RN ) で有界である. ここで∫

RN

|∇u2,n|2 + V2(x)u
2
2,n =

∫
RN

|u2,n|p+1 + γn

∫
RN

u1,nu2,nu3,n,∫
RN

|∇u3,n|2 + V3(x)u
2
3,n =

∫
RN

|u3,n|p+1 + γn

∫
RN

u1,nu2,nu3,n

を得る. さらに

C(∥u2,n∥2H1 + ∥u3,n∥2H1) ≤
∫
RN

|u2,n|p+1 + |u3,n|p+1 + 2γn

∫
RN

u1,nu2,nu3,n

が成り立つ. Sobolev の埋め込みに注意すると

2

∫
RN

|u1,n||u2,n||u3,n| ≤
∫
RN

|u1,n|(|u2,n|2 + |u3,n|2)

≤ C∥u1,n∥L3(∥u2,n∥2H1 + ∥u3,n∥2H1)

≤ C(∥u2,n∥2H1 + ∥u3,n∥2H1)

を得る. γ0 > 0 を γ0C ≤ 1/2 となるものとする. すると 0 < γn < γ0 に対して,

1

2
(∥u2,n∥2H1 + ∥u3,n∥2H1) ≤

∫
RN

|u2,n|p+1 + |u3,n|p+1

≤ C
(
∥u2,n∥2H1 + ∥u3,n∥2H1

)(p+1)/2



を得る. u2,n ̸= 0 かつ u3,n ̸= 0 であるから,

1

2
≤ C

(
∥u2,n∥2H1 + ∥u3,n∥2H1

)(p−1)/2

を得る. これは u2,n, u3,n → 0 in H1(RN ) となることに反する.

Claim 5. γ > γ∗ に対して, (Pγ) の任意の ground state は vector になり cγ は狭義単調減少す
る. さらに 0 < γ < γ∗ のとき (Pγ) の任意の ground state は scalar になる.

γ > γ∗ とする. このとき cγ < c0 となる. u を (Pγ) の ground state とする. cγ < c0 より, u

は vector になる. γ1, γ2 > γ∗ を γ1 < γ2 となるものとする. u を (Pγ1) の ground state とする.

cγ1 < c0 であるから, u は vector になり, 補題 3.2, 補題 4.1 より

max
t>0

Iγ1(tu) = Iγ1(u),∫
RN

u1u2u3 > 0

をみたす. t > 0 を tu ∈ Nγ2 となるものとする. このとき

cγ1 = Iγ1(u) ≥ Iγ1(tu) > Iγ2(tu) ≥ cγ2 .

を得る. 次に 0 < γ < γ∗ のとき (Pγ) の任意の ground state は scalar になることを示す. もしそ
うでないとすると, ある γ1 ∈ (0, γ∗) と (Pγ1) の vector ground state が存在する. 先ほどと同様に
cγ1 > cγ2 (γ1 < γ2 < γ∗) が成り立つ. これは cγ = c0 (∀γ ∈ [0, γ∗]) となることに反する.
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