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1 序

本小論では,次の消散型波動方程式に対する時空均質化問題 (space-time homogenization problem)

について考察する.

(Pε)

{
∂2ttuε + gε∂tuε = div

[
aε∇uε

]
in Ω× (0, T ),

uε|∂Ω = 0, uε|t=0 = v0ε , ∂tuε|t=0 = v1ε .

ただし, Ω ⊂ RN , N ≥ 1 は滑らかな境界 ∂Ω を持つ有界領域とし, T > 0, ε > 0 とする. また,

v0ε ∈ H1
0 (Ω), v

1
ε ∈ L2(Ω)はそれぞれ

v0ε → v0 weakly in H1
0 (Ω), v1ε → v1 weakly in L2(Ω)

を満たすとする. 以下では, □ = (0, 1)N , J = (0, 1) とし, a = a(t, y) : (0, T ) × RN → SN×N を

滑らかかつ □-周期的な N × N 対称行列で一様楕円性条件, すなわち, ある λ > 0 が存在し, 任意

の ξ ∈ RN に対して λ|ξ|2 ≤ a(t, y)ξ · ξ ≤ |ξ|2 for a.e. (t, y) ∈ (0, T ) × RN を満たすものとし,

aε = a(t, xε )とする. さらに, g = g(s) : R+ → R+ を滑らかかつ任意の s ∈ J に対して

g(s+ 1) = g(s) + C∗ for some C∗ ≥ 0

を満たす準周期関数*1とし, ある滑らかな J-周期関数 gper を用いて

g(s) = gper(s) + C∗s

と表されるものであり, gε = g( t
ε2 )とする. 本小論では, (弱)解 uε を次のように定義する.

定義 1.1 ((Pε)の弱解). 関数 uε ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω))が以下の (i)-(iii)を満たすとき, uε を (Pε)の

弱解と呼ぶ.

(i) uε ∈W 2,2(0, T ;H−1(Ω)) ∩W 1,∞(0, T ;L2(Ω)).

(ii) uε(t) → v0ε strongly in L2(Ω) as t→ 0+ かつ ∂tuε(t) → v1ε in H−1(Ω) as t→ 0+.

(iii) 任意の ϕ ∈ H1
0 (Ω)に対して, 以下が成り立つ.

⟨∂2ttuε(t), ϕ⟩H1
0 (Ω) + ⟨gε(t)∂tuε(t), ϕ⟩H1

0 (Ω) + (aε(t)∇uε(t),∇ϕ)L2(Ω) = 0

for a.e. in t ∈ (0, T ).

∗ 本研究は科学研究費補助金 (JP20J10143)及び, 東北大学学際高等研究教育院の助成を受けたものである.
*1 特に, 算術的準周期関数 (arithmetic quasi-periodic function)と呼ばれる.



1.1 均質化問題とは

図 1 均質化問題の概念図

均質化問題は, 材料科学関連の分野で考案された均質化法に

基づく数学的な問題である. 一般に, 材料は不均質で複雑かつ

無数の微細構造 (microstructure)を持ち, 材料特性はこれらに

大きく影響されることが知られている. そのため, 全ての微細

構造を考慮して解析していくことになるが, 微細構造の数を把

握することは一般に困難であり, また, このような直接計算は,

莫大な計算コストを消費するため現実的ではない. そこで, こ

れらの微細構造を適切に粗視化し, ある種の平均量を導出することが有効な解析手法だと考えられる.

この粗視化の代表的な手法として均質化法が知られており, ここでは, 図 1のように考察の対象とな

る (材料) Ω内で周期的な微細構造を持つと仮定し, その周期幅 ε > 0を ε → 0+ として考察対象で

ある材料と等価な均質材に置き換える. その際, 均質材について考察することで材料全体の性質を表

す巨視構造 (macrostructure)を調べる. このプロセスは, 周期パラメータ ε > 0に依存した係数を伴

う偏微分方程式に対して, ε → 0+ としたときの解の収束極限が満たす均質化方程式 (homogenized

equation)について考察することに対応し, これを均質化問題と呼ぶ.

1.2 例

本節では, 代表例として知られている次の線形楕円型方程式を考える.

(Eε) −div (aε∇uε) = f in Ω, uε ∈ H1
0 (Ω).

ただし, a = a(y) : RN → RN×N を滑らかで □-周期的な一様楕円性条件を満たす N × N 行列と

し, aε = a(xε ), f ∈ L2(Ω)とする. また, 係数行列 aε が図 1に現れる微細構造に対応する. 古典的

な解析手法として, 漸近展開法 [3]が知られており, ここでは解 uε がある □-周期関数 uj = uj(x, ·),
j ∈ Nを用いて次のように展開できると仮定する.

(1) uε(x) = u0(x) + εu1(x,
x
ε ) + ε2u2(x,

x
ε ) + · · · .

このとき, 解の勾配 ∇uε は

∇uε(x) = ∇u0(x) + ε∇u1(x, xε ) +∇yu1(x,
x
ε )︸ ︷︷ ︸

̸→0 as ε→0+

+ · · · , y = x
ε

と表されるため, 各 uj が有界ならば, ε → 0+ として L2(Ω)上で uε → u0 が期待されるが, u1 の振

動の影響により, ∇uε ̸→ ∇u0 となることに注意する. また, 係数行列 aε は ε → 0+ とすることで激

しく振動するため, 一様楕円性と周期性から, 次のような平均値への弱収束性しか得られないことに

も注意する.

aε → ⟨a⟩y :=

∫
□
a(y) dy weakly-∗ in L∞(Ω).

従って, 均質化問題では aε∇uε の収束極限を考察する際, 極限 jhom が存在することが得られても

(2) aε∇uε → jhom ̸= ⟨a⟩y∇u0 weakly in [L2(Ω× I)]N



として特徴づけることが一般にできないため, 図 1に現れる巨視構造は微細構造の単純平均として特

徴づけられない. そのため, 巨視構造の特定がこの問題の難点として挙げられる. さらにここでは, 弱

収束する関数同士の積の収束極限について考察しなければならず, 関数解析的な困難も生じる.

漸近展開法では, (1)を (Eε)に代入し, 各 uj について考察する. このとき, 各 ε−ℓ, ℓ = 0, 1, 2毎に

得られる関係式について考察すると, u0 は次の均質化方程式の解であることが得られる.

−div (ahom∇u0) = f in Ω, u0 ∈ H1
0 (Ω).

ここで, 定数行列 ahom(以下, 均質化行列と呼ぶ)が図 1に現れる巨視構造に対応し, ahom は,

ahomek = ⟨a(·)(∇yΦk + ek)⟩y, k = 1, . . . , N

として与えられ, その構成要素である Φk ∈ H1
per(□)/Rは次のセル問題 (cell problem)の解を表す.

(CP )E −divy[a(y)(∇yΦk + ek)] = 0 in □.

ただし, ek は RN の標準基底の k 番目の基本ベクトル, H1
per(□) := C∞

per(□)
∥·∥H1(□) , C∞

per(A) :=

{ρ ∈ C∞(Rd) : ρ is A-periodic}, A ⊂ Rd, d ≥ 1 を表し, “/R”は零平均 (すなわち, ⟨Φk⟩y = 0)を

表すものとする.

漸近展開法は, 形式的な漸近展開に基づくため, ここで得られる結果は数学的に厳密ではないが,

H-収束 [10]や 2スケール収束 [1], [11], unfolding法 [5, 6]などを用いて正当化されている. また,

Φk は (CP )E の非自明解であることから, 一般に (2)が従わないことに注意する. 以上より, 均質化

問題では, 考える方程式に応じて定まるセル問題を特定することが均質化方程式を特徴づける上で重

要となる.

1.3 先行研究

時間発展する線形方程式に対する均質化問題も [3] で考察されており, (Pε) のように係数が時空

間に依存して振動するような時空均質化問題では, 係数の時空間周期の対数比によってセル問題が

(CP )E と異なることが知られている. 例えば, 次の熱方程式:

(Hε) ∂tuε = div[a(xε ,
t
ε2 )∇uε] in Ω× (0, T )

に対して, 解 uε が次のように漸近展開できると仮定する.

(3) uε(x, t) = u0(x, t) + εu1(x, t,
x
ε ,

t
εr ) + ε2u2(x, t,

x
ε ,

t
εr ) + · · · , r > 0.

このとき, r = 2 として, (3) を (Hε) に代入し, 各 uj について考察すると u0 が満たす均質化方程

式は
∂tu0 = div[ahom∇u0] in Ω× (0, T ), ahomek = ⟨a(·, ·)(∇yΦk + ek)⟩y,s

となり, Φk が満たすセル問題は次の放物型方程式となる.

∂sΦk − divy[a(y, s)(∇yΦk + ek)] = 0 in □× J.

なお, ここで得られる形式的な結果は, [2]や [9]などで正当化されている.



その他にも, 次の波動方程式:

(Wε) ∂2ttuε = div[a(xε ,
t
ε )∇uε] in Ω× (0, T )

に対して, r = 1とした (3)を (Wε)に代入し, 各 uj について考察すると u0 は次の均質化方程式の

解になることが得られる.

∂2ttu0 = div[ahom∇u0] in Ω× (0, T ), ahomek = ⟨a(·, ·)(∇yΦk + ek)⟩y,s.

その際, Φk が満たすセル問題は次の双曲型方程式となる.

∂2ssΦk − divy[a(y, s)(∇yΦk + ek)] = 0 in □× J.

以上より, 時空均質化問題では, 方程式の型に依存した時空間周期の対数比によってセル問題が変

化することが知られており, それに伴い, 均質化行列が持つ定性的性質 (一様楕円性や対称性, 正則性

など)が変化することも知られている. また, (Pε)を含むような双曲型-放物型方程式も取り扱われて

おり, [4]では, 係数が時間に関して振動しないが, 係数の空間周期性や正則性に関する一般化が行わ

れており, [8]では, 領域内にパラメータ εに依存した無数の孔を持つ perforated domain上で係数が

時空間に関して周期的に振動するマルチスケールの問題に拡張されている.

本小論では, 十分時間発展した際の消散型波動方程式の解と熱方程式の解の関連性から, 熱方程式

の場合と同様, r = 2の場合でも (Pε)に対するセル問題が (CP )E とは異なる問題に変化するのでは

ないかという点に注目し, その条件について考察する. その際, 消散項 gε の時間周期性の崩れに注目

するに至った.

2 主結果

本小論では, (Pε)に対して, ε→ 0+ とした際に解 uε の収束極限が満たす均質化方程式について考

察する. その際得られる次の定理が, 本小論の主結果である.

定理 2.1 (均質化定理, [12]). 関数 uε ∈ L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) を (Pε) の弱解とする. このとき, u0 ∈

L∞(0, T ;H1
0 (Ω))及び, h ∈ L2

loc((0, T ];H
−1(Ω))が存在し, 任意の σ > 0に対して,

uε → u0 weakly-∗ in L∞(0, T ;H1
0 (Ω)),

uε → u0 strongly in C([0, T ];L2(Ω)),

gε∂tuε → ⟨gper⟩s∂tu0 + C∗h weakly in

{
L2(0, T ;H−1(Ω)) if C∗ = 0,

L2(σ, T ;H−1(Ω)) if C∗ ̸= 0,

∂2ttuε → ∂2ttu0 weakly in

{
L2(0, T ;H−1(Ω)) if C∗ = 0,

L2(σ, T ;H−1(Ω)) if C∗ ̸= 0,

aε∇uε → ⟨a(t, ·)(∇u0 +∇yu1)⟩y weakly in [L2(Ω× (0, T ))]N

が成り立つ. ただし, ⟨w⟩s =
∫ 1

0
w(s) ds, ⟨ŵ⟩y =

∫
□ ŵ(y) dy であり, u1 は

u1(x, t, y) =

N∑
k=1

∂xk
u0(x, t)Φk(t, y)(4)



と表され, 各 k = 1, . . . , N に対して, Φk は次のセル問題の一意解とする.

(CP ) C∗t∂tΦk − divy [a(t, y)(∇yΦk + ek)] = 0 in (0, T )×□.

さらに, u0 は次の均質化方程式の一意的な弱解となる.

(P0)

{
∂2ttu0 + ⟨gper⟩s∂tu0 + C∗h = div [ahom(t)∇u0] in Ω× (0, T ),

u0|∂Ω = 0, u0|t=0 = v0, ∂tu0|t=0 = ṽ1.

ただし, C∗ ̸= 0ならば u0 ≡ v0 であり, また,

ṽ1 =

{
v1 if C∗ = 0,

0 if C∗ ̸= 0

であり, 均質化行列 ahom(t)は次のように表される.

(5) ahom(t)ek =

∫
□
a(t, y)

[
∇yΦk(t, y) + ek

]
dy, k = 1, 2, . . . , N.

注意 2.2. 係数 gε が周期的な場合, すなわち, C∗ = 0のとき, (P0)も消散型波動方程式となり, 均質

化行列 ahom の構成要素である Φk が満たす (CP )は楕円型方程式になることに注意する.

一方, gε が準周期的な場合, すなわち, C∗ ̸= 0のとき, u0 ≡ v0 より, (P0)は楕円型方程式となり,

方程式の型が (Pε)とは異なることに注意する. さらに, (CP )は放物型方程式となるため, (CP )も

方程式の型が周期的な場合と異なることに注意する. また, gε = g( t
ε2 )の場合のみ (CP )が放物型方

程式となり, その他の場合 (gε = g( t
εr ), r ̸= 2)については [12]を参照されたい.

セル問題を特定することによって, 均質化行列に関して次の性質が成り立つ.

命題 2.3 (均質化行列 ahom に対する定性的性質). 定理 2.1の仮定の下, ahom(t)を (5)で与えられた

均質化行列とする. このとき, 次の (i)と (ii)が成り立つ.

(i) (一様楕円性) 係数行列 a(t, y)の楕円定数を λ > 0とすると

λ|ξ|2 + λ∥∇yΦξ(t)∥2L2(□) +
C∗t

2

d

dt
∥Φξ(t)∥2L2(□)

≤ ahom(t)ξ · ξ ≤ |ξ|2 + ∥∇yΦξ(t)∥2L2(□) +
C∗t

2

d

dt
∥Φξ(t)∥2L2(□)

for any ξ ∈ RN and a.e. t ∈ (0, T )が成り立つ. ここで, Φξ は ek を ξ ∈ RN としたセル問題

(CP )の一意解である.

(ii) (非対称性) 係数行列 a(t, y)が対称行列であったとしても ahom(t)は非対称行列である.

注意 2.4. 係数行列 a(t, y)の楕円定数は時間 t ∈ (0, T )に依存していないが, 均質化行列 ahom(t)の

楕円定数は一般に時間 t ∈ (0, T )に依存することに注意する.

一方, gε = g( t
εr ), r ̸= 2の場合は, セル問題が時間発展しない観点から, 均質化行列 ahom の楕円

定数も時間に依存しない. また, 係数行列 a(t, y)が対称行列ならば, 均質化行列 ahom も対称行列に

なる. そのため, 時空間周期の対数比が放物型スケール比を維持しながら振動する場合, 時間周期の崩

れにより, 均質化行列の性質が著しく異なるこるに注意する.



さらに, セル問題を特定することにより, 解の勾配 ∇uε に対しても次のような収束性が得られる.

定理 2.5 (Corrector result for time independent coefficients). 係数行列を a = a(y)とし, v0ε , v
1
ε

は滑らかとし, (−div(a(xε )∇v
0
ε)), (v

1
ε) はそれぞれ L2(Ω), H1

0 (Ω) 上で有界とする. また, uε と u0

をそれぞれ (Pε)と (P0)の一意的な弱解とする. このとき

(6) lim
ε→0+

∫ T

0

∫
Ω

∣∣∇uε(x, t)− (
∇u0(x, t) +∇yu1(x, t,

x
ε )
)∣∣2 dxdt = 0

が成り立つ. ここで u1 =
∑N

k=1 ∂xk
u0Φk であり, Φk ∈ L2(0, T ;H1

per(□)/R)はセル問題 (CP )の一

意解である.

係数行列が a = a(t, y)の場合についても追加の仮定をすることにより同様の結果が得られる.

系 2.6 (Corrector result for time dependent coefficients). 定数 C∗ を C∗ ̸= 0 とし, 係数行列

a(t, y)及び, 初期位置 v0ε と初期速度 v1ε に対して以下を仮定する.

∂ta(t, y)ξ · ξ ≤ 0 for all ξ ∈ RN and all (t, y) ∈ (0, T )× RN ,

− div(a(0, xε )∇v
0
ε) → −div(ahom(0)∇v0) strongly in H−1(Ω),(7)

lim
ε→0+

∥v1ε∥L2(Ω) = 0.

ここで, ahom(t)は (5)で与えられた均質化行列である. さらに,

(8) ∂ta(t, y) = −a(t, y) for all (t, y) ∈ (0, T )× RN

を仮定する. このとき, uε と u0 をそれぞれ (Pε)と (P0)の一意的な弱解とすると, 定理 2.5と同様

(6)が成り立つ.

注意 2.7. 条件 (7)を満たすような初期位置 v0ε ∈ H1
0 (Ω)は実際に構成することができる (詳細は [7,

pp. 236]を参照).

注意 2.8. 臨界スケール以外 (すなわち, gε = g( t
εr ), r ̸= 2)では (8)なしに (6)が成り立つ.

注意 2.9. 定理 2.5及び, 系 2.6より, 一般に

uε ̸→ u0 strongly in L2(0, T ;H1
0 (Ω))

が u1(x, t,
x
ε )の振動の影響によって成り立つ. そのため, L2(0, T ;H1

0 (Ω))上の強コンパクト性の破

れが生じるが, u1(x, t,
x
ε )を修正項として加えることにより, 強コンパクト性を回復することができ

る. 以上より, セル問題の解 Φk はしばしばコレクター (corrector)と呼ばれている.

3 時空 2スケール収束理論

本節では, 定理 2.1の証明で用いる時空 2スケール収束に関するいくつかの性質を述べる. その際,

本節全体を通して, 1 < q < +∞とし, 1 < q′ < +∞をその Hölder共役指数 (すなわち, 1
q + 1

q′ = 1

を満たす)とする. また, 以降では, 簡単のため I := (0, T )として記述する.



定義 3.1 (時空 2スケール収束). 関数 uε ∈ Lq(Ω× I)が u ∈ Lq(Ω× I ×□× J)に時空 2スケール

収束 (space-time two-scale convergence)するとは, 任意の Ψ ∈ Lq′(Ω× I;Cper(□× J))に対して,

以下を満たすことを意味する.

lim
ε→0+

∫ T

0

∫
Ω

uε(x, t)Ψ(x, t, xε ,
t
ε2 ) dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∫ 1

0

∫
□
u(x, t, y, s)Ψ(x, t, y, s) dydsdxdt.

またこのとき, uε
2,2
⇀ u in Lq(Ω× I ×□× J)と記述する.

注意 3.2. 関数 uε ∈ Lq(Ω× I)が u ∈ Lq(Ω× I ×□× J)に時空 2スケール収束するならば, uε は

uの □× J 上の平均値に Lq(Ω× I)上で弱収束することに注意する. 実際, Ψ = Ψ(x, t)とすれば, 次

が成り立つ.

lim
ε→0+

∫ T

0

∫
Ω

uε(x, t)Ψ(x, t) dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

[∫ 1

0

∫
□
u(x, t, y, s) dyds

]
Ψ(x, t) dxdt.

また, 関数 uε が ũ に Lq(Ω × I) 上で強収束するならば, 時空 2 スケール収束極限は ũ に一致する.

この事実は, 強収束性の仮定とテスト関数の平均値への弱収束性から得られる (詳細は [9] を参照).

従って, 時空 2スケール収束極限は変数 y, sに依存しないことに注意する. 以上より, 時空 2スケー

ル収束は弱収束と強収束の中間的概念であることに注意する.

以下, 時空 2スケール収束に関する性質について述べる.

定理 3.3 (時空 2スケールコンパクト性). 任意の Lq(Ω× I)上の有界列 (uε)に対して, ある部分列

(εn) ⊂ (ε)と u ∈ Lq(Ω× I ×□× J)が存在して,

uεn
2,2
⇀ u in Lq(Ω× I ×□× J)

が成り立つ. さらに, (uε)がW 1,q(Ω×I)上で有界ならば, ある関数 u1 ∈ Lq(Ω×I;W 1,q
per(□×J)/R)

が存在して

∇uεn
2,2
⇀ ∇u+∇yu1 in [Lq(Ω× I ×□× J)]N

が成り立つ.

注意 3.4. 関数 u1 の □-周期性によって ⟨∇yu1⟩y = 0が成り立つため, 勾配に対する時空 2スケー

ル収束では, 弱収束では取り扱うことができない情報を引き出していることに注意する.

定理 3.3 の系として以下が成り立つ.

系 3.5. 任意の ϕ ∈ C∞
c (Ω), b ∈ C∞

per(□)/R, ψ ∈ C∞
c (I), c ∈ C∞

per(J)に対して∫ T

0

∫
Ω

uεn
εn

(x, t)ϕ(x)b( x
εn
)ψ(t)c( t

ε2n
) dxdt→

∫ T

0

∫
Ω

∫ 1

0

∫
□
u1(x, t, y, s)ϕ(x)b(y)ψ(t)c(s) dydsdxdt

が εn → 0+ として成り立つ. ここで, u1 は定理 3.3で現れた関数である.

注意 3.6. 系 3.5ではテスト関数 b(y)に ⟨b⟩y = 0が追加されていることに注意する.



4 定理 2.1の証明の概略

本節では, 定理 2.1の証明の概略を述べる. 紙面の都合上, 主張や方針のみを記述する (詳細は [12]

を参照). また, 命題 2.3や定理 2.5, 系 2.6の証明についても紙面の都合上 [12]を参照されたい.

まず, (Pε)の弱解 uε に対して, パラメータ εに関する一様評価を行う.

補題 4.1. 関数 uε ∈ L∞(I;H1
0 (Ω))を (Pε)の弱解とし, 任意の σ > 0に対して, Iσ = (σ, T )とす

る. このとき, 以下が成り立つ.

(i) (uε)は L∞(I;H1
0 (Ω))上で有界.

(ii) (∂tuε)は L∞(I;L2(Ω))上で有界.

(iii) (
√
tε−2∂tuε)は C∗ ̸= 0のとき L2(Ω× I)上で有界.

(iv) (∂2ttuε + gε∂tuε)は L2(I;H−1(Ω))上で有界.

(v) (∂2ttuε)は C∗ = 0のとき L2(I;H−1(Ω))上で有界であり, C∗ ̸= 0のとき L2(Iσ;H
−1(Ω))上

で有界.

(vi) (tε−2∂tuε)は C∗ ̸= 0のとき L2(Iσ;H
−1(Ω))上で有界.

次に補題 4.1と定理 3.3を用いることで以下の収束性が得られる.

補題 4.2. 関数 uε ∈ L∞(I;H1
0 (Ω))を (Pε)の弱解とする. このとき, ある部分列 (εn) ⊂ (ε)とある

極限 u0 ∈ L∞(I;H1
0 (Ω)), w ∈ L2(I;H−1(Ω)), h ∈ L2

loc((0, T ];H
−1(Ω)) が存在し, 任意の σ ∈ I

に対して以下が成り立つ.

uεn → u0 weakly- ∗ in L∞(I;H1
0 (Ω)),

∂tuεn → ∂tu0 weakly- ∗ in L∞(I;L2(Ω)),

∂2ttuεn + gεn∂tuεn → w weakly in L2(I;H−1(Ω)),(9)

∂2ttuεn → ∂2ttu0 weakly in

{
L2(I;H−1(Ω)) if C∗ = 0,

L2(Iσ;H
−1(Ω)) if C∗ ̸= 0,

tε−2
n ∂tuεn → h weakly in L2(Iσ;H

−1(Ω)) if C∗ ̸= 0,(10)

uεn → u0 strongly in C(I;L2(Ω)),

∂tuεn → ∂tu0 strongly in

{
C(I;H−1(Ω)) if C∗ = 0,

C(Iσ;H
−1(Ω)) if C∗ ̸= 0,

(11)

√
t∂tuεn → 0 strongly in L2(Ω× I) if C∗ ̸= 0.

特に, C∗ ̸= 0 ならば, ∂tu0(·, t) ≡ 0 for a.e. t ∈ I となり, u0 = u0(x) を意味する. さらに, ある

w1 ∈ L2(Ω× I;H1
per(□× J)/R)が存在し,

aεn∇uεn
2,2
⇀ a(t, y)(∇u0 +∇yw1) in [L2(Ω× I ×□× J)]N(12)

が成り立つ.



以上より,

jhom(x, t) :=
〈
a(t, ·)

(
∇u0(x, t) +∇yw1(x, t, ·, ·)

)〉
y,s

と定めると, (9)と (12)によって, 任意の ϕ ∈ H1
0 (Ω)と ψ ∈ C∞

c (I)に対して,∫ T

0

⟨w(t), ϕ⟩H1
0 (Ω)ψ(t) dt = lim

εn→0+

∫ T

0

⟨∂2ttuεn(t) + gεn(t)∂tuεn(t), ϕ⟩H1
0 (Ω)ψ(t) dt

= lim
εn→0+

∫ T

0

∫
Ω

aεn∇uεn(x, t) · ∇ϕ(x)ψ(t) dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

jhom(x, t) · ∇ϕ(x)ψ(t) dt

が成り立つ. このとき, ψ ∈ C∞
c (I)に注意すると, w は (10), (11)と周期関数に対する平均値への弱

収束性によって,
w = ∂2ttu0 + ⟨gper⟩s∂tu0 + C∗h

として定まり, また, ψ ∈ C∞
c (I)の任意性から u0 は次の均質化方程式の弱解であることが得られる.

(P0)
′

{
∂2ttu0 + ⟨gper⟩s∂tu0 + C∗h = div jhom in Ω× I,

u0|∂Ω = 0, u0|t=0 = v0, ∂tu0|t=0 = ṽ1.

従って, 以下が示されると定理 2.1の証明が完了する.

(13) jhom = ahom(t)∇u0(x, t).

ここで, ahom(t)は定理 2.1で与えられた均質化行列である. すなわち, (4)を示せば十分である. 実

際, (4)が成り立つならば,

jhom(x, t) =

∫
□
a(t, y)

(
∇u0(x, t) +

N∑
k=1

∂xk
u0(x, t)∇yΦk(t, y)

)
dy

=

N∑
k=1

(∫
□
a(t, y) (∇yΦk(t, y) + ek) dy

)
︸ ︷︷ ︸

=ahom(t)ek by (5)

∂xk
u0(x, t) = ahom(t)∇u0(x, t)

となり, (13)が得られる. さらに, (CP )の解の一意性から u0 が (P0)の一意的な弱解となり, 部分列

に依存せず全列での収束性が得られ, 定理 2.1の主張が得られる.

以下では, (4) を示すために, (Pεn) と (P0)
′ の差の極限について考察する. このとき, 任意の

ϕ ∈ C∞
c (Ω), b ∈ C∞

per(□), ψ ∈ C∞
c (I)に対して,

− lim
εn→0+

C∗

∫ T

0

∫
Ω

uεn
εn

(x, t)ϕ(x)b( x
εn
)∂t(tψ(t)) dxdt

+ lim
εn→0+

∫ T

0

∫
Ω

a(t, x
εn
)∇uεn(x, t) · ϕ(x)∇yb(

x
εn
)ψ(t) dxdt = 0

が得られる. さらに, 系 3.5と (12)とテスト関数の任意性によって,〈
C∗t∂tw1(x, t, ·), b

〉
H1

per(□)/R+

∫
□
a(t, y)

(
∇u0(x) +∇yw1(x, t, y)

)
·∇yb(y) dy = 0(14)



for a.e. (x, t) ∈ Ω× I が得られる. さらに, セル問題を (CP )と定めると (4)が成り立つ. 実際, w1

を u1 としても (14)を満たすため, b = (w1 − u1)(x, t, ·)としてそれぞれの差を考えると,

0 =

∫ T

0

C∗t

2

d

dt
∥(w1 − u1)(x, t)∥2L2(□) dt

+

∫ T

0

∫
□
a(t, y)∇y(w1 − u1)(x, t, y) · ∇y(w1 − u1)(x, t, y) dydt

≥ C∗T

2
∥(w1 − u1)(x, T )∥2L2(□) + C

∫ T

0

∥(w1 − u1)(x, t)∥2L2(□) dt

が Poincaré-Wirtinger不等式を用いることで得られるため, w1 = u1 が成り立ち, 証明が完了する.
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