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1 導入
本研究では, 以下のベクトルポテンシャル付きシュレーディンガー方程式の初期値問題を考える.{

i∂tu(t, x) +
1
2 (∇− ia(t, x))

2
u(t, x) = V (t, x)u(t, x), (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(1)

ただし, u(t, x), u0(x) はそれぞれ (t, x) ∈ R × Rn, x ∈ Rn についての複素数値関数であり, ∂t = ∂/∂t,

∇ = (∂/∂x1, · · · , ∂/∂xn), V : R × Rn → R, a : R × Rn → Rn で, a(t, x) = (a1(t, x), · · · , an(t, x)) とし,

(∇− ia(t, x))2 =
∑n

k=1(∂xk
− iak(t, x))

2 である. さらに, V (t, x), a(t, x)には以下の仮定を課す.

仮定A. 各 j = 1, · · · , nに対し aj : R×Rn → Rは C∞ 級であり, ρ < 1が存在して任意の多重指数 α ∈ Zn
+

に対し,

∃Cα > 0 s.t. ∀(t, x) ∈ R× Rn; max
1≤j≤n

|∂α
x aj(t, x)| ≤ Cα(1 + |x|)ρ−|α|.

仮定V. V ∈ C∞(R× Rn)は, |α| ≥ 2をみたす任意の多重指数 α ∈ Zn
+ に対し条件

∃Cα > 0 s.t. ∀(t, x) ∈ R× Rn; |∂α
xV (t, x)| ≤ Cα

をみたすとする.

2 シュレーディンガー方程式とモジュレーション空間
量子力学において, n次元ユークリッド空間 Rn に存在する粒子の位置 x ∈ Rn における状態は, 波動関数と
よばれる L2 関数 u(x)によって表現される. 系が時間発展するとき, 対応する波動関数が時間発展すると考え,

時刻 tにおける波動関数 u(t, x)は, 次のシュレーディンガー方程式をみたす:{
i∂tu(t, x) = H(t, x)u(t, x), (t, x) ∈ R× Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn.
(2)

ただし H(t, x)は量子力学的ハミルトニアン

H(t, x) = −∆

2
+ V (t, x)
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であり, 対応する古典的ハミルトニアン H = p2/2 + V (t, x)に正準量子化という手続きを施すことで得られ
る. ただし, −∆ =

∑n
j=1(−i∂xj

)2 で, 粒子の質量とプランク定数は 1としている.

量子力学における種々の結果から知られているように, 波動関数は波と粒子の二重性をもつ. このことを偏
微分方程式の文脈で言い換えれば, 波動方程式の解に似た性質と熱方程式の解に似た性質の両方を波動関数が
持つということを意味する. 例えば熱方程式の解と似た性質としては, 平滑化効果とよばれる現象が (熱方程
式よりも弱い形ではあるが)成立することも知られている. 具体的には V (t, x) ≡ 0としたとき, 次の分散型評
価とよばれる不等式が成り立つ:

命題 (分散型評価). 2 ≤ p ≤ ∞とし, p′ ≥ 1を 1/p+ 1/p′ = 1をみたすものとする. このとき, C > 0が存在
して, (2)の解 u(t, x)と初期値 u0(x)について,

∥u(t, ·)∥Lp ≤ C|t|−n(1/2−1/p)∥u0∥Lp′ , t ̸= 0

が成り立つ.

その一方で, 熱核が持っていたようなルベーグ空間 Lp(Rn)での有界性は, シュレーディンガー発展作用素
には一般に保証されない. これは偏微分方程式論としては分散型波動方程式と放物型方程式とを分ける性質の
一例と言え, また量子力学的には波動関数そのものは粒子ではないということを言っているとも解釈できよう.

シュレーディンガー発展作用素が有界になる空間としては L2 空間や重み付きソボレフ空間があるが, シュ
レーディンガー発展作用素が有界となり, かつ一般の Lp 空間に近しい性質を持つ関数空間はないだろうか?

このような視点から導入されるのが, モジュレーション空間とそれにおける解の評価である.

定義 1 (波束変換). φ ∈ S(Rn) \ {0}, f ∈ S ′(Rn)とする. このとき, 窓関数 φによる f の波束変換Wφf を,

以下で定める:

Wφf(x, ξ) =

∫
Rn

φ(y − x)e−iy·ξf(y)dy, (x, ξ) ∈ Rn × Rn.

定義 2 (モジュレーション空間). φ ∈ S(Rn) \ {0}とする. このとき, 1 ≤ p, q ≤ ∞に対し, モジュレーショ
ン空間Mp,q

φ (Rn)を以下のように定義する:

Mp,q
φ (Rn) =

{
f ∈ S ′(Rn)

∣∣∣ ∥f∥Mp,q
φ

≡
∥∥∥Wφf(x, ξ)∥Lp

x

∥∥
Lq

ξ

< ∞
}
.

モジュレーション空間は Feichtinger[3] によって 1983 年に導入された空間であり, 擬微分作用素との関連
性や, Mp,1 ノルムによる双線形評価から非線形方程式との相性が指摘され, 研究がすすめられてきた. 非線形
シュレーディンガー方程式のモジュレーション空間における局所および大域的適切性はWang-Zhao-Guo[7]

やWang-Hudzik[6]があるが, これらの結果を得る際に自由シュレーディンガー発展作用素のモジュレーショ
ン空間における分散型評価を用いている.

他方, Bényi-Gröchenig-Okoudjou-Rogers[1] ではシュレーディンガー方程式の解のMp,q ノルムを初期値
の Mp,q ノルムで制御するという, Lp(Rn) には見られない評価が得られた. Kato-Kobayashi-Ito[5] におい
ては, 窓関数を時間に依存させてとるという手法を用いることで, 自由および調和振動子付きシュレーディン
ガー方程式に対し, それぞれ解のモジュレーション空間におけるノルム評価を等式の形で与えている. さらに,

[4]では劣 2次の空間増大度を持つ一般のスカラーポテンシャルを付与したシュレーディンガー方程式の解 (2)

に対し, 以下のモジュレーションノルム評価を与えている:



定理 (Kato-Kobayashi-Ito[4]). 1 ≤ p ≤ ∞, φ0 ∈ S(Rn)\{0}とし, φ(t, x) = eit∆/2φ0(x)と定める. V (t, x)

は仮定 Vをみたすとし, u(t, x)は C(R;L2(Rn))に属する方程式 (2)の解であるとする.

このとき, T > 0に対してある CT > 0が存在して, 任意の u0 ∈ S(Rn)に対し,

∥u(t, ·)∥Mp,p
φ(t,·)

≤ CT ∥u0∥Mp,p
φ0

, t ∈ [−T, T ]

が成り立つ.

本研究の主定理は, [4]を劣 1次増大の a(t, x)に対して拡張したものである.

3 主結果
主定理. 1 ≤ p ≤ ∞, T > 0, φ0 ∈ S(Rn) \ {0}とする. また a(t, x)は仮定 Aを, V (t, x)は仮定 Vをみたす
とする. このとき, ある定数 CT > 0が存在して, 任意の u0 ∈ S(Rn)に対し, C(R;L2(Rn))に属する方程式
(1)の解 u(t, x)は

∥u(t, ·)∥Mp,p
φ(t,·)

≤ CT ∥u0∥Mp,p
φ0

, t ∈ [−T, T ] (3)

をみたす. ただし, φ(t, x) = eit∆/2φ0(x).

4 証明の概略
方程式の線形性により, 十分小さい T に対して (3) を示せばよい. t ∈ R, x, ξ ∈ Rn に対し, 特性曲線

x(s) = x(s; t, x, ξ), ξ(s) = ξ(s; t, x, ξ)を{
ẋ(s) = ξ(s)− a(s, x(s)), x(t) = x,

ξ̇(s) = ∇x(ξ(s) · a(s, x(s))− 1
2a

2(s, x(s))), ξ(t) = ξ
(4)

の解とする. ただし ȧ = d
dsa. このとき波束変換と上記の特性曲線を用いて積分不等式∥∥Wφ(t,·)u(t, x, ξ)

∥∥
Lp

xL
p
ξ

≤
∥∥Wφ(0,·)u0(x(0; t, x, ξ), ξ(0; t, x, ξ)

∥∥
Lp

xL
p
ξ

(5)

+

∥∥∥∥∫ t

0

|Rφ(τ)u(τ, x(τ ; t, x, ξ), ξ(τ ; t, x, ξ)|dτ
∥∥∥∥
Lp

xL
p
ξ

が得られる. ここで,

Rφ(τ)u(τ, x, ξ) =

n∑
j,k,l=1

ξj ×
(∫∫∫

φk,l(τ, y − x)φ(τ, y − z)Wφ(τ)u(τ, z, η)

×Rj,k,l(τ, y, x)e
iy·(η−ξ)dydzd̄η

)
+ (ξの低階項),

Rj,k,l(τ, y, x) =

∫ 1

0

(∂2
xkxl

aj)(τ, x+ θ(y − x))(1− θ)dθ,

φk,l(τ, y − x) = (yl − xl)(yk − xk)φ(τ, y − x).

ベクトルポテンシャルのない [4] では (5) 式右辺にある剰余項の被積分関数を左辺で評価しグロンウ
ォールの不等式を用いることで目標の (3) が得られたが, 今回は方程式中の一階微分の項に由来して,



Rφ(τ)u(τ, x(τ), ξ(τ))の主要部が ξ(τ)に関し 1次の増大度を持つため, 一般の Lp-ノルムをとって評価を得る
ことが難しい. そこで一般の pに対して直接示す代わりに, p = 2, ∞の場合のみ示し, 複素補間を用いること
で 2 ≤ p ≤ ∞の場合を証明する. 1 ≤ p ≤ 2のときは双対性の議論を用いることで得られる.

p = 2 の場合は方程式の構造から簡単に導けるので, p = ∞ の場合について述べる. λ > 1 に対し,

φλ(t, x) = eiλ
2t∆/2φ0(λx)とする. 重要なのは十分大きい λに対して次の評価を示すことである:∥∥∥∥∫ t

0

|Rφλ(τ)u(τ, x(τ), ξ(τ))|dτ
∥∥∥∥
L∞

x L∞
ξ

≤ 1

2
sup

t∈[0,T ]

∥∥Wφλ(t,·)u(t, x, ξ)
∥∥
L∞

x L∞
ξ

. (6)

これが示されれば, (5)式の両辺に L∞
x -L∞

ξ ノルムと tに関する supをとることで, 窓関数 φλ(t, x)に対す
るモジュレーションノルム評価が示される. モジュレーションノルムは窓関数に依らないから, これにより一
般の φ(t, x)で p = ∞の場合が示されたことになるのである. (6)は, 次の基本的な特性曲線の評価式を用い
ることで示される:

補題. δ > 0とする. 定数 Cδ > 0が存在して, 十分小さい T > 0, 任意の x, ξ ∈ Rn, t ∈ Rに対し,∫ T

0

⟨x(τ ; t, x, ξ)⟩−1−δ |ξ(τ ; t, x, ξ)| dτ ≤ Cδ(1 + T ).

注. 補題 1 から, ξ(τ) の 1 次増大項を評価するためには x(τ) の 1 次より真に大きい減衰と抱き合わせて
時間積分する必要がある. このとき, x(τ) の減衰はベクトルポテンシャル a(t, x) のテイラー展開の剰余項
Rj,k,l(τ, y, x(τ))から得ることができる. しかし, a(t, x)の空間増大度が 1次になってしまうと, x(τ)の 1次
の減衰しか得られず, 補題 1を適用できない. 現状, 劣一次のベクトルポテンシャルに対してのみしか証明が
完了していないのはこのためである.
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