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概要
非線形波動方程式の一般論は、古典解の最大存在時間の下界を初期値の小ささで表現するもの
である。それは 1990年代半ばにその最適性とともにほぼ完成していたが、2014年に種類の異な
る非線形項の和が極端に短い存在時間を生み出すという combined effectが発見された。本発表
では未解明であった空間１次元の場合を解析した結果を報告する。これは東北大学の高村博之先
生と武蔵野大学の佐々木多希子先生との共同研究である。

1 背景と動機
実数値未知関数 u = u(x, t) に対する非線形波動方程式の初期値問題{

utt −∆u = H(u,Du,∇xDu) in Rn × (0,∞),
u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x), x ∈ Rn (1.1)

ここで、
Du :=

( ∂u
∂xi

, i = 0, 1, . . . , n
)
, x0 = t,

∇xDu :=
( ∂u

∂xixj
, i, j = 0, 1, . . . , n, i+ j ≥ 1

)
とする。更に、f, g ∈ C∞

0 (Rn)で、ε > 0は十分小さいパラメータとする。

λ̂ = (λ; (λi), i = 0, 1, . . . , n; (λij), i, j,= 0, 1, . . . , n, i+ j ≥ 1)

と書くとき、 非線形項 H = H(λ̂)は、十分滑らかな関数で λ̂ = 0の近傍で

H(λ̂) = O(|λ̂|1+α)

を満たすとする。 ここで α は自然数である。T̂ (ε)を (1.1)の古典解の lifespan、つまり最大存在時
間として以下のように定義する。

T̂ (ε) := sup{t > 0 : 適当に固定した (f, g)に対して (1.1)の古典解 u(x, t)が存在する。}
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(1.1)は、T̂ (ε) = ∞のとき時間大域解をもち、T̂ (ε) < ∞のときは、時間区間 [0, T̂ (ε)) において時間
局所解をもつことを意味する。この設定では、時間局所解に対して、解の一意性より lim

ε→+0
T̂ (ε) = ∞

となることが予想される。そのときの T̂ (ε) の下界を α を用いて ε の詳細なオーダーで表現するこ
とがここでいう一般論という意味である。
時間大域解の存在を示している T̂ (ε) = ∞ 以外の部分に対しては、非線形項の滑らかさを犠牲に

する代わりに詳細な結果が得られる H = |ut|p や H = |u|q などのモデル方程式の爆発解を解析する
ことにより、それらの最適性が証明される。ここでいう最適という意味は、 このような特別な非線
形項と特別な初期値を使って、T̂ (ε) が上から同じ ε のオーダーを持った量で評価されるということ
である。特に 1次元の場合、任意の α ∈ Nに対して T̂ (ε) < ∞、つまり、時間大域解が存在しない
為、モデル方程式による最適性の証明が重要である。
本講演では、Morisawa& Sasaki& Takamura[7] の結果から、非線型項を up

t + uq とし、その
lifespanを評価することで空間１次元の一般論の場合分けが十分でないことを説明する。

2 主結果
空間１次元半線形波動方程式の初期値問題{

utt − uxx = A|ut|p +B|u|q in R× (0,∞),
u(x, 0) = εf(x), ut(x, 0) = εg(x), x ∈ R (2.1)

の古典解を考える。ここで、u = u(x, t) は実数値未知関数で、各定数は A,B ≥ 0, p, q > 1とし、f

と g は台コンパクトである滑らかな関数とする。ε > 0 は十分小さなパラメータである。以下では
T (ε)を (2.1)の古典解の lifespanとして以下のように定義する。

T (ε) := sup{t > 0 : 適当に固定した (f, g)に対して (2.1)の古典解 u(x, t)が存在する。}

A = 0かつ B > 0の場合は、Zhou[9]によって次の結果が得られている。

T (ε) ∼


Cε−(q−1)/2

(∫
R
g(x)dx ̸= 0のとき

)
,

Cε−q(q−1)/(q+1)
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

) (2.2)

ここで、T (ε) ∼ A(ε, C) なる記号は、C1 と C2 という ε に無関係な正定数が存在して、不等式
A(ε, C1) ≤ T (ε) ≤ A(ε, C2)を満たすことを表すものとする。
一方、A > 0かつ B = 0の場合は、

T (ε) ∼ Cε−(p−1) (2.3)

が、上からの評価は Zhou[8]で、下からの評価は整数の pに対しては Li&Yu&Zhou[6]で、一般の
p ≥ 2は Kitamura&Morisawa&Takamura[5]で、それぞれ得られている。

定理 2.1. ([7]) A,B > 0、p, q ≥ 2とする。
∫
R
g(x)dx ̸= 0ならば、次の評価が成り立つ。

T (ε) ∼


Cε−(p−1)

(
p ≤ q + 1

2
のとき )

,

Cε−(q−1)/2
(q + 1

2
≤ pのとき ) (2.4)



定理 2.2. ([7]) A,B > 0、p, q ≥ 2とする。
∫
R
g(x)dx = 0ならば、次の評価が成り立つ。

T (ε) ∼


Cε−(p−1)

(
p ≤ q + 1

2
のとき )

,

Cε−p(q−1)/(q+1)
(q + 1

2
≤ p ≤ q のとき )

,

Cε−q(q−1)/(q+1)
(
p ≥ q のとき ) (2.5)

注意 2.1. (2.2)、(2.3)から自然な予想として

T (ε) ∼


min{Cε−(p−1), Cε(q−1)/2}

(∫
R
g(x)dx ̸= 0のとき

)
,

min{Cε−(p−1), Cε−q(q−1)/(q+1)}
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

)
が考えられるが、

p− 1 < q
q − 1

q + 1
⇐⇒ p >

q + 1

2

であるので、 ∫
R
g(x)dx = 0

かつ (q + 1)/2 < p < q の時、定理２から

T (ε) ∼ Cε−p(q−1)/(q+1) < min{Cε−(p−1), Cε−q(q−1)/(q+1)}

となり、この予想に反して lifespanが短くなっている。このように |ut|p と |u|q の両方の影響が現れ
ていて lifespanが短くなる現象を Combined effectとよぶ。

注意 2.2. このようなCombined effectは初めてKatayama[4]によって空間２次元での解の長時間存
在に焦点を当てた整数冪のみを扱う一般論構築中に観測され、それが最適であることがHan&Zhou[2]

の (1)の解の非存在定理によって一般次元を含む形で証明された。その対となる非整数冪の長時間存
在は、空間次元が２以上で lifespan 評価を含んで Hidano&Wang&Yokoyama[3]によって得られて
いる。後に、Dai&Fang&Wang[1]によって、その評価の改良が得られている。[1]は同時に空間１次
元での解の有限時間爆発を全ての指数に対して示しているが、lifespan評価は導出していない。

3 一般論との比較
今回の主結果 (2.4)、(2.5)が一般論に及ぼす影響を観察するため、１次元非線形波動方程式の一般

論の結果を紹介する。
n = 1のとき、(1.1)の lifespan T̂ (ε)の下からの評価は Li&Yu&Zhou[6]で以下のようにまとめら

れている。

T̂ (ε) ≥


cε−α/2 (f, g が一般のとき),

cε−α(1+α)/(2+α)
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

)
,

cε−α
(
1 + α ≤ ∀β ≤ 2αに対して ∂β

uH(0) = 0のとき ) (3.1)



ここで cは εに依らない正定数である。以上が１次元非線形波動方程式の一般論の結果である。
ここで、一般論と今回の主結果を比べるため

H(u,Du, ∂xDu) = up
t + uq (2 ≤ p, q ∈ N)

として (3.1)を書き換える。
p < q のとき、α = p− 1であるから

T̂ (ε) ≥


cε−(p−1)/2 (f, g が一般のとき),

cε−p(p−1)/(p+1)
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

)
,

cε−(p−1)
(
p ≤ ∀β ≤ 2(p− 1)に対して ∂β

uH(0) = 0のとき ) (3.2)

p ≤ (q + 1)/2、つまり、2p− 1 ≤ q の場合は、p+ 1 ≤ 2p− 1に注意すると

∂β
u ∼ uq−β かつ 2p− 1− β ≤ q − β

となって
∂β
uH(0) = 0

(
p ≤ ∀β ≤ 2(p− 1)

)
を満たす。従って、

∫
R
g(x)dxがどのような値でも

T̂ (ε) ≥ cε−(p−1)

となる。これは今回の主結果 (2.4)、(2.5)と一致する。
逆に、p > (q + 1)/2、つまり、2p− 1 > q(> p)の場合は

∃β ∈ {p+ 1, . . . , 2p− 2} s.t. ∂β
uH(0) ̸= 0

となるから

T̂ (ε) ≥


cε−(p−1)/2

(∫
R
g(x)dx ̸= 0のとき

)
,

cε−p(p−1)/(p+1)
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

) (3.3)

となり、主結果 (2.4)、(2.5)の

T (ε) ∼


Cε−(q−1)/2

(∫
R
g(x)dx ̸= 0のとき

)
,

Cε−p(q−1)/(q+1)
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

) (3.4)

と比べると前者は p < q より、後者は

q − 1

q + 1
= 1− 2

q + 1
> 1− 2

p+ 1
=

p− 1

p+ 1

より、一般論の結果より今回の主結果 (2.4)、(2.5)の方が解の存在時間が長い。従って、(q+1)/2 <

p < q のとき一般論の結果はまだ不十分であることがわかる。



また、p ≥ q のとき α = q − 1だから

T̂ (ε) ≥


cε−(q−1)/2 (f, g が一般のとき),

cε−q(q−1)/(q+1)
(∫

R
g(x)dx = 0のとき

)
,

cε−(q−1)
(
p ≤ ∀β ≤ 2(p− 1)に対して ∂β

uH(0) = 0のとき ) (3.5)

この３番目は、β = q で条件を満たさないから存在しない。従って、今回の主結果 (2.4)、(2.5)と一
致する。
ゆえに、(q + 1)/2 < p < q のとき、今回の主結果 (2.4)、(2.5)は一般論を改良しているといえる。

注意 3.1. 今回の主結果 (2.4)、(2.5)で整数冪が取れることを確かめると

utt − uxx = u4
t + u5

のとき、(p, q) = (4, 5)で
q + 1

2
= 3 < p = 4 < q = 5

となって実際に一般論を改良している。

4 主結果の証明の概略
証明では、lifespanの下からの評価（長時間存在）に、この分野では標準的な重み付き最大値ノル

ム空間での逐次近似法を用いる。一般論より良い結果が出た理由は、初期値問題 (2.1)と同値な積分
方程式と、それを時間変数に関して微分した積分方程式を連立して、未知関数 u とその時間導関数
ut にそれぞれ異なる時空の重みを課したことによる。
lifespanの上からの評価（有限時間爆発）には, 未知関数の空間積分量を解析する、いわゆる汎関

数法を用いる。多くの部分は二項ある非線形項のうちの一つを取り去った形で簡単に証明できるが、
combined effectが発生している場合が特殊で、基本的には Han & Zhou [2]の方法に従い、最後は
Takamura [10]による改良された常微分不等式に対する加藤の補題を適用する。
これらの詳細に関しては講演中に触れることにする。
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