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1 局所体と不変測度

定義 1.1. 体 F が非自明な離散付値 vF : F −→ Z ∪ {∞}を持ち、vF が定める位相で F が完備であるとき、

F は完備離散付値体であるといいます.さらにその剰余体が有限体のとき、F のことを局所体と呼びます.

局所体は Qp や Fp((t))の有限次拡大体であることが知られています.F が Qp の有限次拡大体の場合には、

整数環 OF は Zp の整閉包であり、F が Fp((t))の有限次拡大体の場合には、Fp[[t]]の整閉包になります.環

OF は唯一つの極大イデアル mF を持ち、このイデアルは素元と呼ばれる元で生成された単項イデアルである

ことが知られています.さらに剰余体 OF /mF は有限体になっています.

例 1.2. (1) F = Qp のとき、OF は Zp のことであり、極大イデアルは素数 pで生成された pZp のことです.

剰余体は Fp ' Zp/pZp です.

(2) F = Fp((t))のとき、OF はもちろん Fp[[t]]のことです.極大イデアルは不定元 tで生成されたイデアル

tFp[[t]]のことであり、この場合も剰余体は Fp になります.

局所体 F、あるいはその整数環 OF の位相的な性質について考えてみましょう.OF は環として

OF = lim←−
i

OF /m
i
F

という射影極限としての表示を持つので、各成分 OF /m
i
F の位相から OF の位相構造が誘導されます.ところ

が各成分 OF /m
i
F はすべて有限なので、この射影極限が誘導する OF の位相は副有限位相と呼ばれる位相に

なります.特に OF はコンパクト位相環であり、F は局所コンパクトな位相体になります.

局所コンパクトな位相体 F を加法群として、局所コンパクト位相群であると見なせば、F はHaar測度と

呼ばれる不変測度を持ちます.一般に、局所コンパクト位相群は定数倍を除けば唯一つの不変測度を持つこと

が知られています.ここで、不変測度とはどういうものか紹介しましょう.

局所コンパクト位相群 Gのコンパクト開集合全体のなす集合を J (G)と書くことにしましょう.K を Gの

コンパクト開部分群とし、まず µG(K) ∈ Rを適当な正の実数としましょう.このとき、他のコンパクト開部

分群 K
′
に対して、コンパクト性から、共通部分 K ∩K

′
は K と K

′
の指数有限な開部分群になっています.

このとき、

µG(K
′
) =

[K
′
: K ∩K

′
]

[K : K ∩K ′ ]
µG(K)

とすると、これは K
′
の “大きさ” を与えていると考えることができます. さらに任意のコンパクト開集合

X ∈ J (G)に対して、有限個の a1, . . . , an ∈ Gとコンパクト開部分群K1, . . . ,Kn が存在して、

X =

n∐
i=1

aiKi

と書けるので、µG(X)を

µG(X) :=
∑

µG(Ki)



と定めると、これが X の “大きさ”であると考えられます.最初に取ったコンパクト開部分群 K ⊂ Gや定数

µG(K) ∈ R>0 をどのように選ぶかにより、写像 µG : J (G) −→ R>0 は変化しますが、その変化は、定数倍

の違いを与えるだけで、µG の性質は変化しません.

例 1.3. G = Qp とし、K = Zp とします.G のコンパクト開部分群は必ず pnZp という形をしており、この

とき、
µQp

(pnZp) = p−nµQp
(Zp)

となります.これはコンパクト開部分群 pnZp の大きさが基準となるコンパクト開部分群 Zp の大きさの p−n

倍であることを示しています.例えば p2Zp ⊂ Zp の大きさは Zp の 1
p2 倍です.また、Qp のコンパクト開集合

X は必ず

X =

m∐
i=1

(ai + pniZp) (ai ∈ Qp, ni ∈ Z)

という形をしており、このとき
µQp(X) =

∑
p−niµQp(Zp)

となります.

µQp(Zp) の値は、正の実数なら何でもよいのですが、ほとんどの場合、µQp(Zp) = 1 と置くこと多いよう

です.

2 高次元局所体

さて、前節では、局所体上の測度を紹介しましたが、上記のような話を高次元局所体に拡張することが私の

研究テーマになります.このような研究は、20世紀の後半から S. Blochや J. Tateといった数学者たちの関

心事だったようです.局所体の不変測度の高次元への拡張として、最初の定式化を行ったのは、I. Fesenkoの

論文 [F]です.

ここでは、測度について紹介する前に、そもそも高次元局所体とは何かについて、簡単に説明したいと思い

ます.局所体とは剰余体が有限であるような完備離散付値体のことでした (1.1).

定義 2.1. 高次元局所体を以下の通り帰納的に定義します.

(1) 有限体のことを 0次元局所体と呼ぶことにします.

(2) 体 F が完備離散付値体であって、その剰余体が n− 1次元の局所体であるとき、F を n次元局所体と呼

びます.

高次元局所体には、高次元局所類体論と呼ばれる局所類体論の高次元版があることが知られています ([K]).

F を n次元局所体とすれば、まず F の素元 tn が取れます.さらに、F の剰余体 Fn−1 の素元 tn−1 の付値

環 OF の持ち上げ tn−1 を取ることができます.さらに Fn−2 の素元を OFn−1
に持ち上げ、さらに OF に持ち

上げた tn−2 を選び、といった感じで局所パラメーター系 t1, . . . , tn ∈ F を選ぶことができます.また、これ

に付随して、付値
vF : F −→ Zn ∪ {∞}

があります.ただし、Zn には、辞書式順序が入ります.

付値 vF : F −→ Zn ∪ {∞}に付随する付値環

OF = {x ∈ F | vF (x) ≥ (0, . . . , 0)}

のことを F の階数 nの付値環と呼びます.



例 2.2. F = Fp((t1)) . . . ((tn))は n次元局所体であり、n− 1次元の局所体 Fn−1 = Fp((t1)) . . . ((tn−1))を

剰余体として持ちます.局所パラメーター系は不定元の列 t1, . . . , tn であり、階数 nの付値環 OF は

OF = Fp[[t1]] + t2Fp((t1))[[t2]] + · · ·+ tnFp((t1)) . . . ((tn−1))[[tn]]

です.

F = Fn を n 次元局所体で、Fn−1 がその剰余体であることを F > Fn−1 と書くことにします. このとき、

体の列
F = Fn > Fn−1 > . . . > F1 > F0

があります.また、OF は n個の素イデアルからなる列 (tn) ⊂ (tn−1) ⊂ . . . ⊂ (t1)を持ち、剰余環 OF /(ti)は

Fi−1 の階数 i− 1の付値環 OFi−1 と同型になります.ただし i = 1のときは (t1)は極大イデアルなので、有限

体 OF /(t1) ' F0 です.実際に、上記の例 F = Fp((t1)) . . . ((tn))のときは、

OF = Fp[[t1]] + t2Fp((t1))[[t2]] + · · ·+ tnFp((t1)) . . . ((tn−1))[[tn]]

の素イデアル (ti)による剰余環は

OFi−1 = Fp[[t1]] + t2Fp((t1))[[t2]] + · · ·+ ti−1Fp((t1)) . . . ((ti−2))[[ti−1]]

であり、これが Fp((t1)) . . . ((ti−1))の階数 i− 1の付値環であることが分かると思います.

3 高次元不変測度

ここからは私のプレプリント [Mo]の内容について紹介します. F が 1次元局所体のとき、例えば F = Qp

のときには、F の測度を基準となるコンパクト開部分群 OF = Zp の volumeを使って構成できました.

F が n次元局所体のとき、同様の考察をしてみましょう.このときは OF を “コンパクト開部分群”である

という気持ちで、F の可測集合を構成できます. 実際には OF は、例えば Fp[[t1]] + t2Fp((t1))[[t2]] + · · · +
tnFp((t1)) . . . ((tn−1))[[tn]]のようにコンパクトらしさはないのですが、それでもこれを気持ちの上では、“コ

ンパクト”っぽく思うと、F の可測集合として

a+ ti11 · · · tinn OF (a ∈ F, (in, . . . , i1) ∈ Zn)

のような部分集合を考えることできます.F 上の測度は R(n) = R((X2)) . . . ((Xn)) に値を取ります. ただし、

変数は X2 から Xn までの n− 1個あること、したがって R(1) = Rであることに注意してください.

定義 3.1. n次元局所体 F に対して、

J (F ) = {a+ ti11 · · · tinn OF | a ∈ F, (in, . . . , i1) ∈ Zn}

と置くと、写像
µF : J (F ) −→ R(n)

を µF (a+ ti11 · · · tinn OF ) = q−i1Xi2
2 · · ·Xin

n と定義することができます.ただし、q は有限体 F0 の位数のこと

です.

記号の簡略化のために、多重指数 i = (in, . . . , i1) ∈ Zn に対して、ti := ti11 · · · tinn , Xi := q−i1Xi2
2 · · ·Xin

n

とします.また、x ∈ F に対して、||x|| = XvF (x) と置きます.

プレプリント [Mo]においては、F だけでなく、有限次元のベクトル空間 F d に対しても、可測集合を考え

ています.可測集合として最初に思い浮かぶのは

J (F )⊕d =


 a1 + tα1OF

...
ad + tαdOF


∣∣∣∣∣∣∣ a1, . . . , ad ∈ F,

α1, . . . , αd ∈ Zn





のようなものです. これを Fm の可測集合の集合として考えてみましょう. しかしこれだけだと例えば、

T ∈ GLd(F ) と A ∈ J (F )⊕d に対して、T (A) が必ずしも J (F )⊕d の元になりません.n = 1 の場合でも

T (A) /∈ J (F )⊕d ですが、局所コンパクト性から、T (A)の volumeを J (F )⊕d の元の volumeの有限倍で表

示できました.しかし、n > 1のときは、局所コンパクト性のような便利な位相的性質がないため、J (F )⊕d

の元の volumeを決めたとしても、それを T ∈ GLd(F )で写しただけで、volumeが決まらなくなってしまい

ます. そのため、F d 上の測度を考えるためには、J (F )⊕d よりも大きな集合を考える必要があります.F d の

可測集合の集合として、
J (F d) =

∑
s≥d

∑
T :F s→Fd,
rank(T )=d

T
(
J (F )⊕s

)

というものを考えれば、上述の問題を解決できます.全射 T : F s −→ F d と

B =

 b1 + tβ1OF

...
bs + tβsOF


に対して

µFd(T (B)) = ||Det(Tdiag(tβ1 , . . . , tβs))||

とすると、d次元ベクトル空間 F d 上の測度

µFd : J (F d) −→ R(n)

が定まります.ここで、階数 dの正方でない行列 T ∈Md,s(F )の行列式のようなもの Det(T )について説明し

ます.単因子論のように T に対して、P ∈ GLd(OF )と Q ∈ GLs(OF )を適当に選べば、P,Qの選び方に依存

しない α1, . . . , αd があり、

PTQ =

 tα1 0 · · · 0
. . .

...
...

tαd 0 · · · 0


という形に整理できます. このとき、Det(T ) = tα1+···αd と書きます.C∞

c (F d) を J (F d) の元の特性関数で

R(n) 上生成された加群とすれば、測度 µFd に付随して、積分

IFd : C∞
c (F d) −→ R(n);

∑
aiIAi 7−→

∑
aiµFd(Ai)

を定義することができます.f ∈ C∞
c (F d)に対して、

IFd(f) =

∫
Fd

f(x)dµFd(x)

と書くことにすると、私はこの積分が逐次積分として計算できることを証明しました.すなわち、∫
Fd

f(x)dµFd(x) =

∫
F

· · ·
∫
F

f(x1, . . . , xd)dµF (x1) · · · dµF (xd)

が成り立ちます.さらにこれは可算加法的になります.

命題 3.2. 任意の f1, f2 ∈ C∞
c (F d)に対して、以下の主張が成り立ちます.

(1) a1, a2 ∈ R(n) とすると
IFd(a1f1 + a2f2) = a1IFd(f1) + a2IFd(f2)

である.

(2) 積 f1f2 も C∞
c (F d)の元である.

(3) さらに畳み込み積を

f1 ∗ f2(x) =
∫
Fd

f1(y)f2(x− y)dµFd(y)

と定めれば、f1 ∗ f2 ∈ C∞
c (F d)となる.



4 GLd 上の不変測度

最も基本的な代数群であるGLdの F 有理点のなす群GLd(F )の不変測度について考察しましょう.GLd(F )

は行列代数Md(F )の中で、正則なもの全体のなす乗法群のことなので、GLd(F )上の測度をMd(F )上の測

度を使って構成します.ここで、Md(F )を d2 次元のベクトル空間と見なしています.

命題 4.1. 任意の g ∈ GLd(F )と A ∈ J (Md(F ))に対して、等式

µMd(F )(gA) = µMd(F )(Ag) = ||det(g)||dµMd(F )(A)

が成り立ちます.

そこで、C∞
c (GLd(F ))を関数 f : GLd(F ) −→ R(n) であって、

GLd(F ) −→ R(n);x 7−→ f(x)||det(x)||−d

をMd(F )\GLd(F )に 0延長した関数が C∞
c (Md(F ))に属する全体のなす加群として定義すると、積分

IGLd(F ) : C
∞
c (GLd(F )) −→ R(n); f 7−→

∫
Md(F )

f(x)||det(x)||−ddµMd(F )(x)

を考えることができます.さらに dの分割 d = d1 + · · ·+ dr に対応して、ブロック対角行列への制限

Md(F ) −→
r∏

i=1

Mdi
(F )

が

C∞
c (GLd(F )) −→ C∞

c

(
r∏

i=1

GLdi(F )

)

を与えます. さらに C∞
c (
∏r

i=1 GLdi
(F )) 上の積分は逐次的に計算が可能です. すなわち、f ∈

C∞
c (
∏r

i=1 GLdi
(F ))に対して、∫

GLd(F )

f(x)dµGLd(F )(x) =

∫
GLd1

(F )

· · ·
∫
GLdr (F )

f(x1, . . . , xr)dµGLd1
(F )(x1) · · · dµGLdr (F )(xr)

が成り立ちます.

5 先行研究の紹介と比較

Fesenkoの [F]が一般の高次元局所体 F 上の不変測度と調和解析というテーマを研究した論文です.それ以

前にも彼は,2次元局所体の場合や,数論的曲面に対しても解析的手法を用いて,高次元 ζ 積分を考え出してい

ました.Fesenkoは F d などのベクトル空間上の可測関数に関しては,F 上の可測関数の d個のテンソル積の有

限和で書き表せるものを考えています.ただ,これだと本文中で述べたように,線形変換でずらしただけで,す

ぐに可測性が崩れてしまうので,“よい定義” とは言えないでしょう. Morrow は Fesenko とは, 少し異なった

アプローチを使って,積分を構築しました ([M1],[M2]).Morrowの研究,特に [M2]の優れた点は Fesenkoの上

記の問題を克服している部分です.しかし彼のアプローチでは,可算加法性などの性質を示すことができず,高

次元 ζ 積分を与える測度として,不十分なもののようです.Wallerは,[W]で,この点を指摘して,GL2(F )上の

可算加法的な測度を構成し,高次元 ζ 関数の積分表示を与えました.彼のアプローチでは,基本的な可測集合と

して
Ki,j = 1 + ti1t

j
2M2(OF )



のような合同部分群を考え, こうした群を左移動させた集合が生成する GL2(F ) の部分集合の族を “可測集

合”の族と見なしています.この族は集合の和,差,交わりについて閉じているので,扱いやすいのが特徴です.

一方,彼のアプローチでは,上記の合同部分群が考察の中心ですので,このような群を共役でずらすだけで,可

測性が崩れてしまいます.

私の研究は,Fesenko,Morrow,Waller らの手法の良い点を取り入れながら, 上で述べた欠点を克服するよう

な測度論のアプローチを与えました.
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