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1 イントロ
自由確率論は１９８０年代に D.Voiculescuによって導入された理論である。自由確率論は元々は作用素環
論の枠組みで自由積を解析するために導入されたが、現在ではランダム行列、組み合わせ論、量子解析、量子
情報理論などといった様々な分野で現れている。
自由確率論では自由独立性と呼ばれる通常の確率論における独立性とは異なる性質を持った確率変数達を考
える。この自由独立性は、非可換な確率変数特有の現象で群の自由積の表現から得られる。確率論の様々な道
具を自由独立性と照らし合わせ、自由確率論に導入することで今日まで発展してきた。
自由確率論において、自由独立な分布達の多項式から得られる確率分布を元の分布からどう解析するかが最
初の課題である。このような問題に対して Cauchy変換や R変換 S 変換などの確率測度の変換と自由独立性
との関係、自由キュムラントを用いた組み合わせ論的な議論などが発展してきた。
ここ数年では、多項式より広いクラスの有理関数に対して自由確率論との関係性が研究されており、特に

atom に関する性質がよく研究されている。著者が得た結果は、この有理関数との関連性に着目したもので、
自由独立な半円分布が生成した作用素が有理関数から得られたものであるための必要十分条件を与えた。
本レポートでは、自由確率論における自由独立性と半円分布について説明し、最後に著者の結果について述
べたい。

2 自由群の左正則表現と自由独立性
前述の通り、自由独立性は群のの自由積の表現から自然に現れる。ここでは簡単のため、d 個の生成元

g1, · · · , gd からなる自由群 Fd について左正則表現を考える。
ここで Fd の左正則表現とは Fd からヒルベルト空間

l2(Fd) := {f : Fd → C; ∥f∥22 =
∑
g∈Fd

|f(g)|2 < ∞}

上の有界線形作用素の成す空間

B(l2(Fd)) = {T : l2(Fd) → l2(Fd);T is linear, ∥T∥ = sup
f ̸=0

∥Tf∥2
∥f∥2

< ∞}



への準同型写像 λ : Fd → B(l2(Fd))のことで

[λ(g)f ](h) = f(g−1h), f ∈ l2(Fd), g, h ∈ Fd

で与えられる。また、この写像は群環 C[Fd]に拡張することができる。
ここで B(l2(Fd))上の線形写像 τe として

τe(T ) = ⟨Tδe, δe⟩l2(Fd)

を考える。ここで δe ∈ l2(Fd)は単位元 eで 1をとり、他は 0をとる関数である。
この τe は λ(C[Fd]) 上でトレース（τe[λ(f)λ(g)] = τe[λ(g)λ(f)]）になっている正汎関数であることがわ
かる。
ここで i1, . . . , in ∈ {1, . . . , d}で ik ̸= ik+1(k = 1, . . . n− 1)を満たすものと j1, . . . , jn ∈ Z \ {0}に対して
次が成り立つ。

τe[λ(g
j1
i1
· · · gjnin )] = 0.

またこのことから、各 k = 1, . . . , nについて多項式 pk ∈ C[gik ]が与えられた時、次が成り立つ。

τe[(p1 − τe[λ(p1)]) · · · (pn − τe[λ(pn)])] = 0.

上の関係式から τe の λ(C[Fd])上での値は、τe の各 λ(C[gi])への制限から求められることがわかる。群の生
成元 g1, . . . , gd を確率変数、τe を期待値と見ることにより、この関係式はある種の独立性（自由独立性）を定
めていると見ることができる。
ここでは自由独立性を C∗-非可換確率空間の言葉で述べることにする。C∗-非可換確率空間 (A, ϕ)は単位元

1を持つ C∗-環 A(C∗-環とは Involutionと呼ばれる冪等な反線形写像 ∗を持ち、C∗-条件 ∥a∗a∥ = ∥a∥2 を満
たす C上の Banach代数）と A上の state ϕ (ϕ(1) = 1、ϕ(a∗a) ≥ 0を満たす汎関数)から成る。
上の例では (B(l2(Fd)), τe)や (C∗

red(Fd), τe)（C∗
red(Fd)は λ(C[Fd])の作用素ノルムに関する閉包）などが

C∗-非可換確率空間の例として挙げられる。

定義 1 (自由独立性). (A, ϕ)を C∗-非可換確率空間とする。Aと共通の単位元を持つ部分 C∗-環 A1, . . . ,Ad

が、任意の n ∈ N に対して ak ∈ Aik(ik ̸= ik+1, k = 1, . . . , n)が与えられたとき

ϕ[(a1 − ϕ[a1]) · · · (an − ϕ[an])] = 0

満たすならば、A1, . . . ,Ad は自由独立であるという。特に各 Ak が一つの元 ak で生成されている時、
a1, . . . , ad は自由独立であるという。

特に上の自由群の例では、生成元 g1, . . . , gd 達は自由独立である事がわかる。
通常の独立な確率変数 X,Y は E[XYXY ] = E[X2]E[Y 2] となるが、自由独立な確率変数 X,Y は

ϕ[XYXY ] = ϕ[X2]ϕ[Y ]2 + ϕ[X]2ϕ[Y 2]− ϕ[X]2ϕ[Y ]2 となるので自由独立性は通常の独立性とは異なる。ま
た自由群の例でわかるように、自由独立性は非可換な確率変数特有の性質である。
自由独立性に関して注意したいのは、通常の確率論においては測度のテンソル積によって独立な確率変数
を構成できたが、自由独立性は stateの自由積から構成されるもので測度そのものが対応している訳では無い
というところである。しかしながら、X + Y や Y XY など自由独立な確率変数 X,Y から得られる（主に多
項式）新たな確率変数 P (X,Y )については P (X,Y )が正規（P (X,Y )∗P (X,Y ) = P (X,Y )P (X,Y )∗）の場
合、スペクトル定理によって対応する測度（スペクトル測度）を得る事ができる。



このような P (X,Y )の測度を、元の X,Y の測度と自由独立性から調べる事が自由確率論の目的の一つで
ある。そのための道具となる Cauchy変換、R変換、S 変換や自由キュムラント、それらと自由独立性につい
ての関係性については [9],[11],[13]などを参照してもらいたい。

3 自由半円分布
自由確率論における半円分布は、確率論における正規分布と同様に中心的な役割を担っている。この節で
は、半円分布の定義を述べると共に自由中心極限定理、GUEランダム行列との繋がりを説明し、最後に自由
フォック空間への表現について説明したい。

定義 2 (半円分布). （標準）半円分布とは以下の確率密度関数で与えられる実確率変数である:

1

2π

√
4− x2 1[−2,2].

また C∗-非可換確率空間 (A, ϕ)において、自己共役な元 s = s∗ ∈ Aが半円分布を持つとは、sのスペクトル
測度が半円分布で与えられる事をいい、特に任意の n ∈ Nに対して以下が成り立つ。

ϕ(sn) =
1

2π

∫ 2

−2

xn
√
4− x2dx

ここで dxは R上の Lebesgue測度である。

確率論における中心極限定理は独立同分布な確率変数列の部分和をスケーリングしたものが正規分布に分布
収束するというものであった。この独立性を自由独立性に変えたものとして次の定理が知られている。

定理 3 (自由中心極限定理, [9],[11],[13]). C∗-非可換確率空間 (A, ϕ) 上の自由独立な自己共役元の列
{an}∞n=1 ⊂ A で任意の n, k ∈ N に対し ϕ[akn] = ϕ[ak1 ] を満たし ϕ[a1] = 0 ϕ[a21] = 1 を満たすものに
対し SN =

∑N
n=1 an を考えると SN√

N
は半円分布に分布収束する。　特に任意の k ∈ N に対し以下が成り

立つ、
lim

N→∞
ϕ

[(
SN√
N

)k
]
=

1

2π

∫ 2

−2

xk
√

4− x2dx

ここで自由確率論でよく知られている事実として GUEランダム行列と半円分布の関係性について述べてお
きたい。サイズ N の GUE ランダム行列 A(N) = (A

(N)
ij ) は自己共役なランダム行列の標準的なモデルであ

り、独立な正規分布（平均 0、分散 1）{xij}1≤i≤j≤N , {yij}1≤i<j≤N 用いて

A
(N)
ij =


1√
N
xii if i = j

1√
2N

(xij +
√
−1yij) if i < j

1√
2N

(xji −
√
−1yji) if i > j.

で与えられる。この時、次の定理が知られている。

定理 4 ([9], [13]). A
(N)
1 , . . . , A

(N)
d を独立な GUEランダム行列、s1, . . . , sd を自由独立な半円分布とした時、

任意の（非可換）多項式 P に対して次が成り立つ、

lim
N→∞

E[trN (P (A
(N)
1 , . . . , A

(N)
d ))] = ϕ[P (s1, . . . , sd)].

ここで行列 A = (Aij)に対して trNA = 1
N

∑N
i=1 Aii と定めている。



この定理から次が知られている。多項式 P を P (A
(N)
1 , . . . , A

(N)
d ) が自己共役となるようにとったとき、

P (A
(N)
1 , . . . , A

(N)
d )の固有値を重複をこめて λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λN として、R上の確率測度

1

N

N∑
i=1

δλi

をとる。これを P (A
(N)
1 , . . . , A

(N)
d ) の経験固有値分布というが、今ランダム行列を考えているので、これ

はランダムにとってきた確率測度である。行列解析の基本的な知識から R 上の有界連続関数 f に対し
て trNf(P (A

(N)
1 , . . . , A

(N)
d )) は f をこの経験固有値分布で積分したものと等しい。上の定理を用いると、

P (A
(N)
1 , . . . , A

(N)
d )の経験固有値分布は N → ∞の極限において P (s1, . . . , sd)のスペクトル測度に確率 1で

分布収束することがわかる。
自由独立な半円分布の３つ目の特徴は、物理学の量子論で登場する生成消滅作用素を用いて表現されるとい
うものである。
以下では H をヒルベルト空間とし、自由フォック空間を次のように H のテンソル積の直和で定める。

F(H) =

∞⊕
n=0

H⊗n

ここで、H⊗0 は一次元のヒルベルト空間で、真空ベクトルと呼ばれる単位ベクトル Ωを用いて H⊗0 = CΩ
としておく。このヒルベルト空間の内積は

⟨ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn, η1 ⊗ · · · ⊗ ηm⟩ = δn,m

n∏
k=1

⟨ξk, ηk⟩H

で与えられている。
H の元 ξ に対して、自由フォック空間上の左生成作用素 l(ξ)を

l(ξ)(ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn) = ξ ⊗ ξ1 ⊗ · · · ⊗ ξn

で定め、左消滅作用素を l(ξ)∗ で定める。今 H を d 次元とし、その基底を e1, . . . , ed とする. d 個の作
用素 s1, . . . , sd を si = l(ei) + l(ei)

∗ によって定め、真空状態と呼ばれる B(F(H)) 上の正汎関数 τΩ を
τΩ(T ) = ⟨TΩ,Ω⟩ で定める。この作用素達について次のことが知られている。

定理 5 ([13]). s1, . . . , sd は真空状態に関して自由独立な半円分布を持つ。

他にも、非交差分割による組み合わせ ([11])や自由確率論におけるブラウン運動にも自由半円分布が関係し
ている ([2]).

4 自由独立分布の有理性の特徴づけ
第 2節で多項式 P について P (X,Y )のスペクトル測度の分布を X,Y の分布と自由独立性から調べるとい
うことについて述べたが、最近では P を有理式に拡張するという研究が進められている。これは代数的に見
れば自然な拡張であるとともに、ランダム行列への応用という面においても興味深い対象である。この節で
は、自由確率論における有理性の研究について紹介し、最後に著者の結果について説明したい。



ここで（非可換）有理式というのは変数 x1, . . . , xd から和、積、スカラー倍、商をとる操作を組み合わせて
得られるもので、例えば

x1x
−1
2 x3, x−1

1 + x2x
−1
3 , [(2x1 + 3)−1 + x1]

−1x2

などが挙げられる。ここで注意したいのは、このように表現されるもの全体の集合には、代入という操作に意
味がないものや、代入した時に同じものを返すものなどが存在する。例えば (x1 − x1)

−1 に与えられた代数の
元 X を代入しても 0−1 を考えることになり意味がなくなってしまう。また (X1X2)

−1 = X−1
2 X−1

1 は任意の
体の元 X1, X2 に対して成り立つので同じものであって欲しい。そこで代入したものが等しいという同値類に
より有理式を区別する事になる。しかしながら、x1(x2x1)

−1x2 にX2X1 = 1 ̸= X1X2 となるような代数の元
X1, X2 を代入すると X1(X2X1)

−1X2 = X1X2 ̸= 1 となってしまうが、これは体の元では起こり得ないこと
である。
有理式を代入による同値類に分け、更にそれらの同値類に代数的構造を付加するための標準的な方法として
任意のサイズの行列を代入するという方法がとられており、その同値類は非可換有理関数と呼ばれている。更
に非可換有理関数の集合は代数の構造を持ち、ある種の普遍性をもった（非可換）体であることが知られてい
る。詳しい定義は [5]を参照してもらいたい。
この非可換有理関数 Rに自由独立な分布X1, . . . , Xd を代入することを考える。この代入はトレースを持つ

W ∗-非可換確率空間に affiliateされた閉作用素が成す環において考え、一般に R(X1, . . . , Xd)が定義される
場合は、R(X1, . . . , Xd)は非有界な閉作用素を与える ([7], [8])。トレースを持つW ∗-非可換確率空間 (M, τ)

では、Mはフォン・ノイマン環（弱作用素位相に関して閉じている B(H)の部分代数）、τ は σ 弱位相につい
て連続なトレースを考える。更に τ は忠実（τ(a∗a) = 0なら a = 0）であることを仮定しておく。
一般に R 上の測度 µ が λ ∈ R で µ({λ}) > 0 を満たす時、λ を µ の atom という。R(X1, . . . , Xd) の

well-definednessやスペクトル分布の atomに関して次のことが知られている。

定理 6 ([7], [8]). (M, τ)をトレースを持つW ∗-非可換確率空間、X1, . . . , Xd ∈ Mを自由独立で atomを持た
ない自己共役な元とするとき、任意の非可換有理関数に対し、R(X1, . . . , Xd)はMに affiliateされた閉作用
素 として well-definedで、この Rから R(X1, . . . , Xd)への対応は単射準同型を与える。更に R(X1, . . . , Xd)

が定数でない自己共役作用素の時、R(X1, . . . , Xd)のスペクトル分布は atomを持たない。

また各 Xi に atomがある場合、R(X1, . . . , Xd)の atomは代数的に計算でき、自由独立性を仮定しない時
の R(X1, . . . , Xd) の atom の情報は、自由独立な場合の atom の情報で評価できることが知られている [1]。
また定理 4あたりで述べた経験固有値分布の収束も研究されている [3]。
このような非可換有理関数と自由独立な確率変数との関係性の研究の一つとして最後に著者の結果を紹介
したい。以下では自由独立な半円分布 s1, . . . , sd を自由フォック空間上の有界線形作用素として、s1, . . . , sd

から得られる有界線形作用素が非可換有理関数への代入から得られるための必要十分条件について考える。
s1, . . . , sd で得られる有界線形作用素の集合として、s1, . . . , sd が生成するフォン・ノイマン環 L∞(s1, . . . , sd)

を考える。
また非可換有理関数への代入によって得られる有界線形作用素の集合を Crat(s1, . . . , sd) とする。

L∞(s1, . . . , sd) の中で Crat(s1, . . . , sd) を特徴づけるために、右生成作用素 r1, . . . , rd を考える。これは
ξ1 ⊗ · · · ξn ∈ H⊗n に対して、

ri(ξ1 ⊗ · · · ξn) = ξ1 ⊗ · · · ξn ⊗ ei

によって定義される F(H)上の有界線形作用素である。



すると Crat(s1, . . . , sd)は次のように特徴づけられる。

定理 7 ([10]). a ∈ L∞(s1, . . . , sd)に対し、次が成り立つ。

a ∈ Crat(s1, . . . , sd) ⇔ {[ri, a]}di=1 が全て有限階作用素

ここで [ri, a] = ria− ari.

この結果に関連するものとして C∗
red(Fd)での結果が Duchampと Reutenauer[4]によって示され、Linnell

によって非有界な場合の結果 [6]が知られており、著者の結果は彼らの結果から着想を得たものである。
この定理の補足説明としてクロネッカーの定理について説明しておきたい。円周 S1 上のルベーグ測度に関
する L∞ 関数 f が L2 関数の成すヒルベルト空間 L2(S1)上で f =

∑∞
k=0 αnz

−n−1 とフーリエ級数に展開し
た時、フーリエ係数に関する Hankel行列 {αn+m}n,m を考える。今の場合 f の有界性から、この Hankel行
列は数列ヒルベルト空間上の有界線形作用素とみなせる。
この時、クロネッカーの定理は次のように述べることができる。

定理 8 (クロネッカーの定理, [12]). Hankel行列 {αn+m}n,m が有限階作用素であることと f が有理関数であ
ることは同値である。

更にこの定理から、L2(S1) の部分空間 H2 を、任意の n = −1,−2, . . .∞ で n 番目のフーリエ係数が 0

である関数の成す空間（ハーディ空間）とした時、P を L2(S1) から H2 への射影（Riesz 射影）とした時、
L∞(S1)の有理関数の特徴づけとして次を得る。

系 9. f ∈ L∞(S1)に対し、 [P, f ]が有限階作用素であることと f が有理関数であることは同値である。ここ
では f を L2(S1)上の掛け算作用素と同一視している。

Duchamp-Reutenauer, Linnell,そして著者の結果はこのクロネッカーの定理の非可換版ととして捉えるこ
とができる。
著者の得た結果に関する今後の展望として、以下の事が考えられる。

• 自由群の生成元や自由半円分布以外の作用素に有理性の特徴付けが成り立つのか。　

• {[ri, a]}di=1 が全て有限階作用素という条件をコンパクト作用素などの別のクラスに変えた時、aはどの
ような作用素となるか。
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