
一様格子上の空間離散モデルにおけるパターン形成
公立はこだて未来大学大学院 システム情報科学研究科 複雑系情報科学領域　

南 彩菜 ∗(Ayana MINAMI)

田中 吉太郎 †(Yoshitaro TANAKA)

概要
従来の多細胞生物におけるパターン形成を説明する理論は，細胞の大きさを考慮しない数理モ
デルが多い．しかし，実際の多細胞生物において，細胞の大きさがパターンに与える影響は大き
い．そこで，本研究では，細胞の大きさを考慮した数理モデルを構築し，解析を行なった．構築
した数理モデルにおいて，拡散の効果から安定な平衡点が不安定化する拡散誘導不安定化が起こ
る条件を解析的に求め，数値計算を行なった．また，細胞の大きさがパターンに与える影響を理
論的に明らかにした．

1 導入
多細胞生物の発生現象や，熱帯魚の模様といったパターンの形成を理論的に調べるために，空間方

向の独立変数が離散量であるモデル (以後，離散モデル)が既に多く提案されている [1]．現象の再現
性が良いことや，実験との相性が良いことが分かっているが，解析が難しいことが多い．
一方，偏微分方程式など，空間方向の独立変数が連続量であるモデル (以後，連続モデル)に関して
は多くの理論が提唱されている．例えば，A.Turingは拡散の効果によって平衡解が不安定化し，パ
ターンが自発的に形成されることを理論的に示した [5].

このように連続モデルでは理論的にパターンが自発的に形成されることが報告されている．また，
離散モデルにおいても自発的にパターンを形成するようなモデルが報告されている ([2]，[3])が，離
散的な空間構造自体に着目した離散モデルの一般論はまだ報告されていないようである．
しかし，図 1に示すように実際の多細胞生物では細胞の大きさや形状といった離散的な空間構造が
パターン全体に強く影響していると考えられる．よって，本研究では細胞の大きさを考慮した離散モ
デルにおいて，細胞の大きさがパターンにどのような影響を与えるかを理論的に明らかにすることを
目的とする.
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図 1 ホウセキカナヘビの表皮パターンが成長により変化する様子，[4]Fig.1より引用

2 Turingの拡散誘導不安定化
本節では連続モデルにおいて，自発的なパターン形成を説明する基本的な理論である Turingの拡

散誘導不安定化 [5]を説明する．そもそも拡散とは，物質の濃度が場所によって異なる際に，時間経
過と共に濃度が一様化する現象を指す．Turingの拡散誘導不安定化とはこの拡散によって空間非一
様化が促進するというパラドクスである．つまり，拡散によって，濃度が一様である平衡点が不安定
化することを意味する．
Turingの拡散誘導不安定化を理論的に説明するために，時刻 t > 0における座標 x地点の反応物

質の濃度をそれぞれ u(x, t)，v(x, t)とし，次の 1次元領域B での反応拡散系を考える．{
ut = f(u, v) + uxx,

vt = g(u, v) + dvxx,
t > 0, x ∈ B (2.1)

ここで f，g は物質の化学反応を表す関数，dは物質 uが拡散される速さを 1としたときの v の拡散
される速さを表しており，ここでは拡散係数比と呼称することにする．また，∂B は反応拡散領域B

の閉じた境界を表し，境界条件と初期条件を
ux = vx = 0, x ∈ ∂B

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x)
(2.2)

とする．
このような系において，Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件を考える．式 (2.1)には，常微分

方程式の意味で安定な平衡点 (u∗, v∗)が存在すると仮定する．つまり，{
f(u∗, v∗) = 0

g(u∗, v∗) = 0
(2.3)

が成立し，

fu + gv < 0, (2.4)

fugv − fvgu > 0 (2.5)



が成立すると仮定する．ただし，ここでは fu = fu(u
∗, v∗)のように表すとする．この仮定は，拡散

の効果がない状況では平衡点に小さな摂動を与えても，平衡点が線形安定であることを意味する．つ
まり，拡散を考慮しない単独の細胞内においては，小さな濃度変化があってもいずれ一様な濃度に収
束することを仮定している．平衡点におけるヤコビ行列Aを

A :=

(
fu fv
gu gv

)
(2.6)

と定義する．[6]より，拡散によって平衡点が不安定化する条件として，

dfu + gv > 0 (2.7)

d+ := (dfu + gv)
2 − 4d(fugv − fvgu) > 0 (2.8){

fu > 0, gv < 0

d > 1
または

{
fu < 0, gv > 0

0 < d < 1
(2.9)

が得られる．

注 2.1. ここで式 (2.8) を満たせば，式 (2.7) を満たしていることに注意する．また，式 (2.9) は式
(2.4)および式 (2.7)から導出される．

3 離散構造を持つ数理モデルの構築
本節では細胞の大きさを考慮した数理モデルの構築について説明する．1次元領域に N 個の細胞

が並んでいる状況を考える．細胞の大きさを lとし，i番目の細胞 Ci における，2つの物質の濃度を
それぞれ ui(t)，vi(t)とする．

<latexit sha1_base64="7K3YKErOmrTs1UVTj/G3DZXJr14="></latexit>

(i� 1)l
<latexit sha1_base64="CfTEmWi6OOOk6ruSpCGSEJpaww8="></latexit>

l
<latexit sha1_base64="xtPWyD18zxNZ67brU6BKJFu/k1I="></latexit>

0
<latexit sha1_base64="rbVzNxVelbC/1F1SyJ3ezdiL5+k="></latexit>

il
<latexit sha1_base64="fJxosAZbOQFOC41sjijzSIlavTg="></latexit>

(N � 1)l
<latexit sha1_base64="v7cRwEV7WV9MpBl+ybqIT2WkM/w="></latexit>

Nl

<latexit sha1_base64="ue9OG6Z56cjzOBsVphtnxL6veTw="></latexit>

C1
<latexit sha1_base64="y9eOjRX9usuQWQy90iM8T15eqy0="></latexit>

Ci
<latexit sha1_base64="m1lIjvolBNZmSJePiCMuVFNQRoQ="></latexit>

CN

<latexit sha1_base64="m1lIjvolBNZmSJePiCMuVFNQRoQ="></latexit>

CN

<latexit sha1_base64="leXLdBP2l3J4afsSC3RR4AOpSoo="></latexit>

C0
<latexit sha1_base64="dww9YmHaZJTQ6MWx1KP/+qD54Kc="></latexit>

CN+1

<latexit sha1_base64="ue9OG6Z56cjzOBsVphtnxL6veTw="></latexit>

C1

<latexit sha1_base64="2ntYCAwZQ5d0Kn1LNkpBykNKhmo="></latexit>

=

<latexit sha1_base64="2ntYCAwZQ5d0Kn1LNkpBykNKhmo="></latexit>

=

<latexit sha1_base64="SdH1I/zGBrZ3uKuRWUVrvEJxRXs="></latexit>

uN (t)
<latexit sha1_base64="jjyjYttNt5cbdZll+pHqqY2pyxQ="></latexit>

u1(t)

<latexit sha1_base64="k0kULtfGlNzXAJDKtT4+dAjlKFs="></latexit>

ui(t)

<latexit sha1_base64="SdH1I/zGBrZ3uKuRWUVrvEJxRXs="></latexit>

uN (t)
<latexit sha1_base64="jjyjYttNt5cbdZll+pHqqY2pyxQ="></latexit>

u1(t)

<latexit sha1_base64="kD8IzqLg60O0jPrzpgjYklCNhUY="></latexit>x
<latexit sha1_base64="K6LYrgZG9halKLa68e7iGiKoYpw="></latexit>...<latexit sha1_base64="K6LYrgZG9halKLa68e7iGiKoYpw="></latexit>...

図 2 離散モデルが想定する状況

細胞の大きさを考慮した数理モデルにおける，Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件を考えた



いため，次のような離散モデルを考える必要がある．
ui,t = f(ui, vi) +

ui−1 − 2ui + ui+1

l2
,

vi,t = g(ui, vi) +
d(vi−1 − 2vi + vi+1)

l2
,

t > 0, i = 1, · · · , N (3.10)

また，初期条件と境界条件を

ui(0) = ui,0, vi(0) = vi,0, i = 1, · · · , N
u0(t) = uN (t), uN+1(t) = u1(t), v0(t) = vN (t), vN+1(t) = v1(t), t > 0

(3.11)

とする．
離散モデルのままでは解析を行ないにくいため，上記の離散モデルを連続化することを考える．連
続化する際に取られる一般的な手法の 1つとして，細胞の大きさ lの +0極限をとる，というものが
ある．しかし，本研究では細胞の大きさがパターン形成にどのような影響を及ぼすのかを明らかにし
たいため，この手法は不適であると考えた．
そこで，離散構造を残したまま連続化する先行研究 [7]を用いて，細胞の大きさ l を考慮した数理
モデルの構築を行なう．まず，特性関数

χCi
(x) =

{
1 x ∈ Ci,
0 x /∈ Ci,

(3.12)

を用いて，

u(x, t) :=

N∑
i=1

ui(t)χCi
(x), v(x, t) :=

N∑
i=1

vi(t)χCi
(x),

と定義する．この関数 u, v を用いて，次のような離散構造を持つ数理モデル{
ut = f(u, v) + L∆(u),

vt = g(u, v) + dL∆(v),
x ∈ [0, Nl), t > 0 (3.13)

を構築した．ただし，ここで

L∆(w) :=
w(x− l)− 2w + w(x+ l)

l2

とする．ここで注意すべきは，拡散の分母に l2 が含まれている点である．また，初期条件と境界条
件は，

u(x, 0) =

N∑
i=1

ui,0χCi
(x), v(x, 0) =

N∑
i=1

vi,0χCi
(x)

u(x, t) = u(Nl ± x, t), v(x, t) = v(Nl ± x, t),

(3.14)

となる．構築した数理モデルは連続モデルの形を取っているが，元々の離散モデル (3.10)と各点的
に同値であること，初期値を離散的に与えることで元の離散モデルと同値になることが先行研究 [7]

からわかっている．



4 構築したモデルにおける解析結果
前節にて構築した数理モデルにおいて，Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件を求めた．ここ

で，以下の記号と関数を導入する:

d+ :=
fugv − 2fvgu + 2

√
−fvgu|A|

f2
u

, lc :=
4|A|+ 4

√
−fvgu|A|

fu|A|
,

d1(l
2) :=

8gv
fu(8− l2fu)

− gv
fu

, d2(l
2) :=

l2(4gv − l2|A|)
4(4− l2fu)

.

まず，L∆(u)に対して，以下の補題を与える．

補題 4.1. En(x)を

En(x) :=

N∑
j=1

vjnχCj (x)

とおく．ただし，ここで
vjn := cos

2nπ × j

N
+ sin

2nπ × j

N

とする．このとき

L∆(En(x)) =
Cn

l2
En(x), Cn = 2

(
cos

2nπ

N
− 1

)
, (4.15)

(直交性)
1

Nl

∫ Nl

0

En(x)Em(x)dx = δnm (4.16)

が成り立つ．すなわち，L∆ の固有値は
Cn

l2
，固有関数は En(x)である．

注 4.2. L∆(u)の固有値を Λ(k)とおく．周期境界条件では，補題 4.1から

Λ(k) :=
Cn

l2
(4.17)

となる．

注 4.3. 上記に示した Λ(k)，vjn は周期境界条件に対する L∆ の固有値と固有関数であり，これらは
境界条件に依存する．境界条件がディリクレ境界条件 (u0 = uN = 0)の場合は

Λ(k) :=
2

l2

(
cos

kπ

N + 1
− 1

)
, vjn := sin

nπ × j

N ＋ 1
(4.18)

となり，ノイマン境界条件 (u0 = u1, uN = uN+1)の場合は

Λ(k) :=
2

l2

(
cos

kπ

N
− 1

)
, vjn :=

sin
nπ × j

N
+ sin

nπ × (j − 1)

N

sin
nπ

N

(4.19)

となる．



また，平衡点 (u∗, v∗)まわりの線形化作用素の固有値 λ(k)を，特性方程式

λ(k)2 − (fu + gv +
d+ 1

l2
Cn)λ(k) + h(n) = 0,

h(n) :=
d

l4

(
Cn +

l2(dfu + gv)

2d

)2

− (dfu + gv)
2

4d
+ |A|

(4.20)

の解とする．

定理 4.4.

dfu + gv > 0, (4.21){
fu > 0, gv < 0,

d > 1,
または

{
fu < 0, gv > 0,

0 < d < 1
(4.22)

を仮定する．さらに， 
0 < l2 ≤ 8

fu
に対して，d > d+

8

fu
< l2 < lcに対して，d > d+かつ d ≤ d1(l

2)

(4.23)

または
8

fu
< l2に対して，d > d1(l

2)かつ d > d2(l
2) (4.24)

を仮定する．このとき，Re λ(k) > 0となる k ∈ Nが存在する．

本論文では式 (4.22)の 1つ目の場合を考える．また，式 (4.21)と (4.22)の 1つ目の条件と (4.23)

を満たす領域を領域 A，式 (4.21)と (4.22)の 1つ目の条件と (4.24)を満たす領域を領域 Bと呼ぶ
ことにする (図 3)．d1(l

2)の漸近線は l2 =
8

fu
，d2(l

2)の漸近線は l2 =
4

fu
である．また，d1(l

2)と
d2(l

2)の交点は (lc, d+)であり，(lc, d+)は d2(l
2)の極小点になっている．

図 3 拡散誘導不安定化が起きる条件．領域 Aをオレンジ，領域 Bを水色で示した．



注 4.5. 斉次ディリクレ境界条件，斉次ノイマン境界条件の場合においても，式 (3.13) に対する
Turingの拡散誘導不安定化の十分条件は定理 4.4と同じである．

式 (4.21)，(4.22)は連続モデルに対する Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件と完全に一致し
ている．式 (4.23)には連続モデルに対する Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件と一致した領域
があるが，(4.24)では部分的に異なっていることがわかる．特に，細胞の大きさ lが一定の大きさ lc

よりも大きくなった際，連続モデルに対する Turingの拡散誘導不安定化の条件を満たしているが，
式 (4.24)を満たさない状況が存在する．
また，Turingの拡散誘導不安定化が起きた際の臨界波数 nc および臨界拡散係数比 dc についても
以下のように求められた．ここでの臨界波数 nc や臨界拡散係数比 dc は Turingの拡散誘導不安定化
が起きるか起きないかの分岐となる値，つまり，λ(k) = 0が成り立つときの波数と拡散係数比の値
である．

定理 4.6. dc = d+かつ l2 < lc のとき，波数 nは

n =
N

2π
arccos

(
1− l2

2

√
|A|
d+

)
,または, n = N − nc (4.25)

である．すなわち，λ(n) = 0を満たす．また，dc = d2(l
2)かつ l2 ≥ lc のとき，波数 nは

n =
N

2
(N : 偶数)

n =
N − 1

2
,
N + 1

2
(N : 奇数)

(4.26)

である．すなわち，λ(n) = 0を満たす．

以上の結果は周期境界条件を採用した場合のものである．境界条件を斉次ディリクレ境界条件や斉
次ノイマン境界条件とした場合の臨界波数 nc と臨界係数比 dc について，以下にまとめる．

注 4.7. ディリクレ境界条件を採用した場合を考える．dc = d+かつ l2 < lc のとき，波数 nは

n =
N + 1

π
arccos

(
1− l2

2

√
|A|
d+

)
(4.27)

である．すなわち，λ(n) = 0を満たす．また，dc = d2(l
2)かつ l2 ≥ lc のとき，波数 nは

n = N (4.28)

である．すなわち，λ(n) = 0を満たす．
同様に，ノイマン境界条件を採用した場合を考える．dc = d+かつ l2 < lc のとき，波数 nは

n =
N

π
arccos

(
1− l2

2

√
|A|
d+

)
(4.29)

である．すなわち，λ(n) = 0を満たす．また，dc = d2(l
2)かつ l2 ≥ lc のとき，波数 nは

n = N (4.30)

である．すなわち，λ(n) = 0を満たす．



以上の結果から，斉次ディリクレ境界条件，斉次ノイマン境界条件を採用した場合においても臨
界波数の条件式に細胞の大きさ l が含まれていることがわかる．このことから，細胞の大きさ l は
Turingの拡散誘導不安定化が起きた際に形成されるパターンに影響を与えていると言える．

5 証明概要
前節で述べた，構築した数理モデルにおいて Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件の導出につ

いて概要を説明する．まず，式 (3.13)を平衡点 (u∗, v∗)で線形化を行うことで，

wt = Aw +DL∆(w), D :=

(
1 0
0 d

)
, w :=

(
u− u∗

v − v∗

)
(5.31)

が得られる．式 (5.31)に w(x, t) =
∑

n∈Z γne
λ(k)tEn(x)を代入し，固有値問題

λ(k)γn = Aγn +
Cn

l2
Dγn, (5.32)

を考えると，特性方程式 (4.20)が得られる．次に拡散がある場合に平衡点 (u∗, v∗)が不安定化する
条件を考える．つまり λ(k)の実部が正になる条件を考える．λ(k)の実部が正になるためには，

1○ λ(k)の係数が負
2○ h(n) < 0となる n ∈ Zが存在

のいずれかを満たしている必要があるが，仮定により 1○は起こり得ないので， 2○の場合のみを考え
る．−4 ≤ Cn ≤ 0であることから，場合分けを行い，h(n)の最小値が負となる条件を導出すること
で式 (4.23)，(4.24)を得られる．

6 数値計算結果
自己触媒反応の化学反応モデルである Schnakenbergモデル [8]における反応項 f, g

f(u, v) = −u+ u2v + 0.2

g(u, v) = −u2v + 0.3 (6.33)

を用いて，構築した数理モデルで数値計算を行なった．この時，平衡点 (u∗, v∗)は (u∗, v∗) = (0.5, 1.2)

である．
次に，その数値計算結果を図 4に示す．
さらに，同じ反応項 (6.33)を用いて，2次元に拡張し，数値計算を行なった．その数値計算結果を
図 5に示す．
数値計算の結果からも細胞の大きさ l によって，Turingの拡散誘導不安定化が起きた際に形成さ
れるパターンが異なっていることが確認できた．

7 まとめ
構築した数理モデルを解析した結果について述べた．主な結果としては次の 2つである．



図 4 1 次元における数値計算結果．d = 60, N = 10 とした．左: l = 5.0，中央: l = 9.0，右:

図 3におけるパラメータの位置．

図 5 2 次元における数値計算結果．d = 60, N = 10 とした．左: l = 5.0，中央: l = 9.0，右:

図 3におけるパラメータの位置．

1つ目は，構築した離散モデルにおける Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件を明らかにした
点である．先述した連続モデルにおいて Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件と部分的に異なる
条件を求めることができた．この結果から，細胞の大きさ lがある一定の大きさ lc を超えた場合，連
続モデルにおける Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件を満たしているが，構築したモデルにお
ける Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件を満たさない状況が存在する．また，拡散係数比 dを
固定し，細胞の大きさ lを小さくすると，濃度が一様なパターンから非一様なパターンに変化すると
考えられるため，細胞の小ささがパターンを担保していると言える．
また，構築した数理モデルにおいて Turingの拡散誘導不安定化が起きる条件は境界条件に依らな

い．このことから，離散構造上特有のパターン形成機構であると考えられる．
2つ目は，臨界波数の条件式を明らかにした点である．臨界波数が細胞の大きさ l に依存すること

から，構築した数理モデルにおいて，Turingの拡散誘導不安定化が起きた際に形成されるパターン
は細胞の大きさ lに依存している．
また，上記 2つの結果を踏まえた実験を提案可能であると考えている．結果から推測される数値を

用いて，実際の実験系で上記の考察事例が確認できるかどうかを検証する．
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