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概 要
放物接続とは線形微分方程式系の幾何学的対応物であり、そのモジュライ空間はパンルヴェ方程式や

幾何学的ラングランズ対応と密接に関係している。放物接続を調べる方法として放物ベクトル束や見かけ
の特異点との関係を探る方法があり、射影空間上で 2階の場合はこれによりモジュライ空間の構造が把握
されていた。本講演ではこれらの詳細を述べるとともに、モジュライ空間の双有理構造について 2階で種
数が一般の場合に得られた結果を紹介する。

1 導入
複素領域上の線形微分方程式系に対しモノドロミー表現と呼ばれる基本群の表現が定まる．モノドロミー
表現を変えないような微分方程式の変形はモノドロミー保存変形と呼ばれ，ある非線形微分方程式を用い
て特徴付けられることが知られている．R. Fucksは P1 上の 4 点で確定特異点のみをもつ 2階線形微分方
程式のモノドロミー保存変形の非線形微分方程式としてパンルヴェ第 VI 方程式が現れることを発見した．
この研究がきっかけとなり，今日では線形微分方程式系のモノドロミー保存変形により得られる非線形微
分方程式はパンルヴェ性をもつ，すなわち解の動く特異点が高々極のみであることが期待され，この指導
原理をもとに多くの研究がなされている．
複素数体 C上の非特異射影代数曲線 C 上のベクトル束で指定された点に旗構造が入っているものを放物
ベクトル束といい，旗構造と整合的な接続を放物接続という. 複素領域上の線形微分方程式系は CP1 上の
ベクトル束の有理接続とみなせる．特に，確定特異点のみを許す線形微分方程式系は P1上の対数的接続と
みなせる．稲場・岩崎・齋藤 [IIS1][IIS2][In]は確定特異点型の放物接続に安定性を導入し安定放物接続の
モジュライ空間を構成した．さらに安定放物接続のモジュライ空間から放物接続に対するモノドロミー表
現を対応させることでモノドロミー表現のモジュライ空間への解析的写像を定義し，これが固有かつ全射
な双有理写像であることを証明した．この結果から代数曲線上の確定特異点のみをもつ線形微分方程式系
に対し，そのモノドロミー保存変形により得られる非線形微分方程式のパンルヴェ性が従う．上記の対応
は Riemann-Hilbert対応と呼ばれるものであり，この対応を通してモノドロミー保存変形により得られる
非線形微分方程式は放物接続のモジュライ空間上のあるハミルトンベクトル場が与えるハミルトン系とし
て捉えることができる．
上記のハミルトン系の明示的な記述を与えることは可積分系の研究において重要である．ハミルトン系
を具体的に書き下すためには放物接続のモジュライ空間上にダルブー座標を与える必要がある．Loray・齋
藤は P1上で 2階の場合に見かけの特異点写像 Appと放物ベクトル束 Pαへの忘却写像 Bunを通して放物
接続のモジュライ空間Mα(ν)上にダルブー座標を与えた．すなわち次の定理を証明した．

定理 1.1. (Loray-Saito [LS]) α,ν が然るべき条件を満たすとき有理写像

App× Bun: Mα(ν) · · · → PN × Pα

は双有理写像．

ところで，モジュライ空間の研究において双有理構造を調べること，特に有理性の判定は基本的である．
Boden・横川 [BY]は行列式直線束を固定した放物ベクトル束のモジュライ空間が full flagの場合を含む多
くの場合に有理多様体になることを証明した．このことと定理 1.1からαと ν が特定の条件を満たすとき，



P1上の 2階の放物接続のモジュライ空間が有理多様体になることがわかる．ダルブー座標の導入やモジュ
ライ空間の有理性の観点から定理 1.1を一般の種数や階数の場合に拡張することが望まれる．
本稿では種数が 1以上で 2階の場合に定理 1.1の拡張として得られた結果を概説する．

2 安定放物接続のモジュライ空間
この節では放物接続を定義し放物接続のモジュライ空間の性質を述べる．C を種数 gの C上の非特異射
影代数曲線とし，t = (t1, . . . , tn)を C の異なる n点とする．またD = t1 + · · ·+ tn を C 上の有効因子と
する．

定義 2.1. λ ∈ Cを固定する．∇ : E → E ⊗Ω1
C(D)をベクトル束の間の写像とする．組 (E,∇)が (C, t)上

の対数的 λ-接続であるとは，任意の局所切断 a ∈ OC , σ ∈ E に対し

∇(aσ) = λσ ⊗ a+ a∇(σ)

が成り立つときをいう．

(E,∇)を (C, t)上の対数的 λ-接続とする．留数行列 resti(∇) ∈ End(E|ti) ' Mr(C)の順序の付いた固有
値の集合 {ν(i)0 , . . . , ν

(i)
r−1}を∇の ti における局所指数という．

補題 2.2. (E,∇)を (C, t)上の対数的 λ-接続とし，ν = (ν
(i)
j )1≤i≤n

0≤j≤r−1を (E,∇)の局所指数の集合とする．
このとき，

n∑
i=1

r−1∑
j=0

ν
(i)
j = −λ degE = −λd.

各 r, n ∈ N, d ∈ Z, λ ∈ Cに対し，

N (n)
r (d, λ) :=

(ν
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0≤j≤r−1 ∈ Cnr

∣∣∣∣∣∣
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とする．

定義 2.3. ν ∈ N (n)
r (d, λ)とする．以下の条件を満たす組 (E,∇, l∗ = {l(i)∗ }1≤i≤n)を (C, t)上の ν-放物 λ-

接続と呼ぶ．

(1) (E,∇)は (C, t)上の対数的 λ-接続．

(2) l
(i)
∗ : E ⊗ k(ti) = l

(i)
0 ⊋ l

(i)
∗ ⊋ · · · ⊋ l

(i)
r−1 ⊋ l

(i)
r = {0}は E の ti における放物構造であり，任意の i, j

に対し (resti(∇)− ν
(i)
j id)(l

(i)
j ) ⊂ l

(i)
j+1 が成立．

λ = 1のとき，ν-放物 λ-接続を単に ν-放物接続という．

注意 2.1. λ = 0のとき，ν-放物 λ-接続は ν-放物 Higgs束に他ならない．ν = 0のとき ν-放物 Higgs束を
単に放物 Higgs束という．

重み α = {α(i)
j }1≤i≤n

1≤j≤r を任意の i = 1, · · · , nに対し 0 < α
(i)
1 < α

(i)
2 < · · · < α

(i)
r < 1となる相異なる実

数の組とする．

定義 2.4. ν-放物 λ-接続 (E,∇, l∗)がα-安定であるとは，ゼロでない部分束 F ⊊ Eで∇(F ) ⊂ F ⊗Ω1
C(D)

なる全ての F に対し，不等式
pardegαF

rankF
<

pardegαE

rankE

が成り立つときをいう．



(C, t),ν ∈ N (n)
r (d, λ)を固定する．粗モジュライ空間を

Mα
(C,t)(ν, r, d, λ) := {(E,∇, l∗}1≤i≤n) | (C, t)上の階数 r，次数 dの α-安定な ν-放物 λ-接続 }/ '

により定義する．ただし，同値関係 ∼ は ν-放物 λ-接続の間の自然な同型写像から得られるものとする．
λ 6= 0なら射 (E,∇, l∗) 7→ (E, 1

λ∇, l∗)により

Mα
(C,t)(ν, r, d, λ)

∼−→ Mα
(C,t)(ν/λ, r, d, 1)

となる．

定理 2.5. Mα
(C,t)(ν, r, d, λ)は非特異準射影的スキームであり，空でなければその次元は 2r2(g−1)+nr(r−

1) + 2である．

証明. λ 6= 0のときは λ = 1の場合に帰着される．この場合の証明は [IIS1][IIS2][In]を参照．また λ = 0，
すなわち放物 Higgs束の場合は [Yo1] [Yo2]を参照．

ν = (ν
(i)
j )1≤i≤n

0≤j≤r−1 ∈ N (n)
r (d, λ)に対し，tr(ν) = (

∑r−1
j=0 ν

(i)
j )1≤i≤n とする．

det : Mα
(C,t)(ν, r, d, λ) −→ Mα

(C,t)(tr(ν), 1, d, λ)

を det((E,∇, l∗)) = (detE, tr∇)で定める．(L,∇L) ∈ Mα
(C,t)(tr(ν), 1, d, λ)に対し，

Mα
(C,t)(ν, r, (L,∇L), λ) := det−1((L,∇L))

=
{
(E,∇, l∗) ∈ Mα

(C,t)(ν, r, d, λ) | (detE, tr∇) ' (L,∇L)
}

とする．λ 6= 0なら射 (E,∇, l∗) 7→ (E, 1
λ∇, l∗)により

Mα
(C,t)(ν, r, (L,∇L), λ)

∼−→ Mα
(C,t)(ν/λ, r, (L,

1
λ∇L), 1)

となる．

定理 2.6. (Inaba [In]) λ 6= 0とする．g = 0, r ≥ 2, n ≥ 4または g = 1, n ≥ 2または g ≥ 2, n ≥ 1のとき，
Mα

(C,t)(ν, r, (L,∇L), λ)は (r − 1)(2(r + 1)(g − 1) + rn)次元の既約な非特異準射影代数多様体である．

3 見かけの特異点
この節では 2階の場合の見かけの特異点写像を紹介する．一般の場合は [SS]を参照．
(E,∇, l∗)を ν-放物接続とし，σ ∈ H0(C,E)をゼロでない切断とする．このとき層の準同型 φ(∇,σ) を
合成

OC
σ−→ E

∇−→ E ⊗ Ω1
C(D) → E/OC ⊗ Ω1

C(D)

により定める．φ(∇,σ) がゼロでないとき Coker φ(∇,σ) は C 上のねじれ OC-加群となる．ここで

App((E,∇, l∗, σ)) := SuppCoker φ(∇,σ)

とする．d = 2g − 1のとき，App((E,∇, l∗, σ))の長さはMα(ν, d) = Mα
(C,t)(ν, 2, d, 1)の次元の半分と

なる (この値を N とする)．さらにこのとき generic な (E,∇, l∗) に対し dimH0(C,E) = 1 であり，し
たがって App((E,∇, l∗, σ)) は σ に依らず (E,∇, l∗) のみから定まることがわかる． Mα(ν, (L,∇L)) =

Mα
(C,t)(ν, 2, (L,∇L), 1)とする．

定義 3.1. d = 2g − 1とする．このとき見かけの特異点写像 Appを

App: Mα(ν, d) · · · → SN (C)

(E,∇, l∗) 7−→ App((E,∇, l∗, σ))

で定める．



AppをMα(ν, (L,∇L))上へ制限したとき，その像は |L⊗ Ω1
C(D)| = PH0(C,L⊗ Ω1

C(D))に含まれる．
すなわち有理写像

App: Mα(ν, (L,∇L)) · · · → |L⊗ Ω1
C(D)|

を得る．

4 主結果
この節では [T]の主結果について述べる．Pα(L)を α-安定な 2階の放物ベクトル束で行列式直線束が L

であるもののモジュライ空間とする．

命題 4.1. g ≥ 1とし，
∑n

i=1(α
(i)
2 −α

(i)
1 ) < 1とする．集合 V0 ⊂ Pα(L)を次の条件を満たす (E, l∗) ∈ Pα(L)

全体からなる集合とする．

(1) (E, l∗)は (L, t)の (OC , ∅)による拡大．

(2) H0(C,E) = 1，すなわち E は OC と同型な部分直線束をただ一つのみもつ．

このとき，V0 は Pα(L)の空でない開集合である．

上の命題より V0から PExt1((L, t), (OC , ∅)) = |L⊗Ω1
C(D)|∗への自然な開埋め込みが存在することがわ

かる．|L⊗ Ω1
C(D)| × |L⊗ Ω1

C(D)|∗ の部分多様体 Σを次で定める;

Σ := {(α, β) | 〈α, β〉 = 0}.

また接続を忘れる有理写像を Bunで表す．すなわち

Bun: Mα(ν, (L,∇L)) · · · → Pα(L)

(E,∇, l∗) 7−→ (E, l∗)

である．さらにMα(ν, (L,∇L))の部分集合M0 を

M0 = {(E,∇, l∗) ∈ Mα(ν, (L,∇L)) | (E, l∗) ∈ V0}.

で定める．M0 はMα(ν, (L,∇L))の Zariski開集合である．

定理 4.2. d = 2g − 1,
∑n

i=1 ν
(i)
0 6= 0,

∑n
i=1(α

(i)
2 − α

(i)
1 ) < 1 とする．このとき射

App× Bun: M0 −→ (|L⊗ Ω1
C(D)| × V0) \ Σ

は同型である．したがって有理写像

App× Bun: Mα(ν, (L,∇L)) · · · → |L⊗ Ω1
C(D)| × Pα(L)

は双有理写像である．

Mα
H(L) = Mα

(C,t)(0, 2, (L, 0), 0)とする．すなわちMα
H(L)は 2階の α-安定な放物 Higgs束で行列式直

線束及び誘導する準同型の組が (L, 0)であるもののモジュライ空間である．各 (E, l∗) ∈ Pα(L)に対し自然
な同型

T ∗
(E,l∗)

Pα(L) ' {Θ ∈ H0(C, EndE ⊗ Ω1
C(D)) | trΦ = 0}.

が存在する．これにより T ∗Pα(L)からMα
H(L)への自然な開埋め込みが存在することがわかる．

命題 4.3. d = 2g− 1,
∑n

i=1 ν
(i)
0 = 0，

∑n
i=1(α

(i)
2 −α

(i)
1 ) < 1とする．このときM0は V0の余接束 T ∗V0の

全空間と同型であり，忘却写像Bun: M0 → V0 は射影 T ∗V0 → V0に対応する. したがってMα(ν, (L,∇L))

はMα
H(L)と双有理同値である.

定理 4.2と命題 4.3より次を得る．

系 4.4.
∑n

i=1(α
(i)
2 − α

(i)
1 ) < 1とする. このときMα(ν, (L,∇L))は有理多様体である.
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