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概要

群上の “有界な誤差で準同型”となる実数値関数を擬準同型 (quasimorphism)という. 正規部
分群上の擬準同型が全体の群に拡張できるか, という「擬準同型の拡張問題」について得られた
結果を紹介する. とくに, 自由群, 曲面群, 3-manifold 群, 自由群の (IA-) 自己同型群など, 幾何
由来の群に関する拡張不可能な擬準同型の空間の決定について紹介する. 本稿は川崎盛通氏 (青
山学院大学), 木村満晃氏 (京都大学), 松下尚弘氏 (琉球大学), 見村万佐人氏 (東北大学)との共同
研究に基づく.

1 序

本稿ではプレプリント [KKM+21]の結果を紹介する.

群 G上の実数値関数 µ : G → Rが擬準同型 (quasimorphism)であるとは,

D(µ) = sup
g,h∈G

|µ(gh)− µ(g)− µ(h)| < ∞

が成り立つときをいう. つまり擬準同型とは “有界な誤差で準同型”な関数である. また, 任意の巡回

部分群上で準同型となる擬準同型を斉次擬準同型 (homogeneous quasimorphism)という. 斉次擬準

同型のなす線形空間を Q(G)で表す. 以下では斉次なものしか扱わないので, 単に擬準同型と書いた

ら斉次なものを指すことにする.

Gの正規部分群 N 上の G不変擬準同型 µが与えられたとき, それが G上の擬準同型に拡張でき

るか, という G 不変擬準同型の拡張問題を扱う (ここで G 不変というのは共役不変の意味である).

拡張不能擬準同型については, 筆者の知る限り [Sht16], [KK19]の例しか無かった.*1 また [Sht16]の

例は拡張不能な準同型なので, 真に擬準同型であり拡張不能なものは [KK19]の例しか見つかってい

なかった.

一般に擬準同型の構成は難しいので, 拡張不能な擬準同型を構成するのはなおのこと難しい. そこ

で, 拡張不能な擬準同型の存在や非存在くらいは示せないだろうか, ということで, 拡張不能な擬準同

型のなす線形空間
NE(G,N) = Q(N)G

/(
i∗Q(G) +H1(N)G

)
を導入し (3章), その線形空間の非自明性や自明性を調べることにする. この空間の正確な意味は 3

章で説明するが, ラフに述べると, この空間NE(G,N)が非自明なとき, N 上に拡張不能な G不変擬

準同型が存在する.

*1 本研究とほぼ同時期に, 拡張不能準同型の別の例を見つけた [KM20].



本稿の主結果は以下である:

定理 1.1 ([KKM+21]). (1) 自由群 G = Fn とその交換子部分群 N に対し, NE(G,N) = 0.

(2) 自由群の自己同型群 G = Aut(Fn)と IA-自己同型群 N = IAn に対し, NE(G,N) = 0.

(3) 連結成分が 2つの双曲絡み目の基本群 Gとその交換子部分群 N に対し, NE(G,N) = 0.

(4) 種数 2以上の閉曲面の基本群 Gとその交換子部分群 N に対し, NE(G,N) ∼= R.

(5) 種数 l ≥ 2の閉曲面上の向きを保つ同相写像 f に対し, Mf でその写像トーラスを表し, GをMf

の基本群, N を交換子部分群とする. 同相写像 f が擬アノソフであり, その写像類がトレリ群に

入るとき, NE(G,N) ∼= R2l+1.

NE(G,N)は商空間として定義されているが, 上定理の例ではすべて分子の空間も分母の空間も非

可算無限次元の空間である (定理 2.2から分かる). しかし商を取りその差を見てみると, 自由群の例

だと分子と分母の差はなく, 曲面群の例だとその差はたったの 1次元分しかない.

拡張不能擬準同型やその空間にはいくつか応用がある ([KKMM21b], [KKM+21]). とくに空間

NE(G,N)に関して, 次の安定交換子長 sclG と sclG,N の同値定理が成り立つ.

定理 1.2 ([KKM+21]). NE(G,N) = 0のとき, sclG と sclG,N は双リプシッツ同値である.

2 擬準同型と交換子長

以下では擬準同型と (安定)交換子長の基礎的なことを紹介する. 擬準同型や (安定)交換子長につ

いては [Cal09]が標準的な教科書である.

擬準同型は準同型を含む広いクラスであるが, 擬準同型を考える動機の一つに完全群がある. 完全

群とは任意の元が交換子 [g, h] = ghg−1h−1 の積で表せるという群である. Gを完全群としたとき,

実数値準同型 G → Rはすべて自明となることが定義から直ちに分かる. したがって, 実数値準同型

を用いて完全群の情報を取り出すことは不可能である. 一方, 完全群は擬準同型なら許容し得て, その

擬準同型を用いてその完全群の代数的な情報 (例えば交換子長など)を取り出すことができる.

群 Gの交換子部分群 [G,G]の元 g について, その交換子長 (commutator length) clG(g)は, g を

与える交換子の最小数
clG(g) = min{l ∈ N | g = [a1, b1] · · · [al, bl]}

である. 交換子長は幾何的には “最小種数”とみなすことができる. 例えば Gとして多様体の基本群

を考える (もしくは離散群 Gの分類空間を考える). このとき Gの元 g は多様体上のループで実現で

きるが, そのループを張る境界付き曲面の種数の最小数がまさに g の交換子長である.

一般に交換子長の計算は非常に難しい.*2 そこで交換子長の安定化として安定交換子長 (stable

commutator length)

sclG(g) = lim
n→∞

clG(g
n)

n

を考える. 交換子長は劣加法性を持つので, 極限は必ず存在する. 安定交換子長の計算については, 擬

*2 プレプリント [Heu20]のタイトルを見よ.



準同型を用いた次の定理がある.

定理 2.1 ([Bav91], Bavardの双対定理). 交換子部分群の元 g ∈ [G,G]に対し,

sclG(g) = sup
µ∈Q(G)/H1(G)

|µ(g)|
2D(µ)

が成り立つ.

したがって具体的な擬準同型が構成できたとすると, それを用いて安定交換子長の lower boundを

与えることができる. とくに安定交換子長が非零とすると, 交換子長は非有界関数であることが分か

る. 完全群 Gについて交換子長が有界関数になるとき, Gを一様完全群という. つまり完全群上に非

自明な擬準同型が存在すると, その群は一様完全群にはなり得ないことが分かる.

擬準同型と一様完全性に関する例として, Poincaréの translation number ([Poi81]) を挙げる. 円

周の向きを保つ同相群を H, 実数直線上の同相写像で 1平行移動と可換なもののなす群を H̃で表す.

H̃はHの普遍被覆群となることが知られている. 写像 τ : H̃ → Rを

τ(h) = lim
n→∞

hn(0)

n

で定める. 極限が必ず存在し, 擬準同型となることは簡単に分かる. この τ を Poincaréの translation

numberという. Translation numberは円周の力学系の研究の過程で [Poi81]で導入され, その有理

性と円周の同相写像の周期点の存在が同値となるなど, 円周の力学系における基本的で重要な道具で

ある. 簡単に分かるように 1平行移動 T ∈ H̃ について τ(T ) = 1なので, sclH̃(T ) > 0である.*3 H
は一様完全群であることが知られている. 一方, H̃ は完全群であることが知られているが, 上記の理

由から H̃は一様完全でないことが分かる.

Thurstonや Banyagaの定理により, 閉多様体の微分同相群やハミルトン微分同相群は完全群であ

ることが知られている. このことから擬準同型は微分同相群などでよく調べられているが, 幾何群論

的な視点から有限生成群においても擬準同型は盛んに調べられている. 擬準同型の存在について, 次

の定理がある.

定理 2.2 ([EF97]). Gが非初等的双曲群のとき, Q(G)は非可算無限次元である.

例えば閉双曲多様体の基本群上には, 擬準同型が豊富に存在している.

3 G不変擬準同型と (G,N)-交換子長

ここまでの章では, 群を一つ固定して, その群上の擬準同型について述べてきた. 以下では, 群Gと

その正規部分群 N を固定して, 各群上の擬準同型の関係について「擬準同型の拡張可能性」の観点か

ら話をする.

簡単に分かることとして, G上の擬準同型 µはG不変, つまり任意の g, h ∈ Gに対し µ(ghg−1) =

µ(h)が成り立つ. このことから, 擬準同型 µ : G → Rの N への制限も以下の G不変性を持つ.

*3 実際には sclH̃(T ) = 1/2となる.



定義 3.1. N 上の擬準同型 µが G不変であるとは, 任意の g ∈ G, x ∈ N に対し µ(gxg−1) = µ(x)

を満たすときをいう. G不変擬準同型のなす空間を Q(N)G ⊂ Q(N)で表す.

したがって, G不変性は N 上の擬準同型が Gに拡張するための簡単な必要条件である.

一般に, N 上の G不変擬準同型が G上の擬準同型の制限として得られるとは限らない. そのよう

な擬準同型の存在や非存在を議論するために, 次の空間を導入する.

定義 3.2. 商空間
NE(G,N) = Q(N)G

/(
i∗Q(G) +H1(N)G

)
を拡張不能擬準同型のなす空間とよぶ. ここで H1(N)G は N 上の G不変準同型のなす空間である.

G不変な準同型で割っているので, 真に擬準同型で拡張不能なものを見ている. 拡張不能性の観点

から言うと, 空間 NE(G,N)は G不変準同型で摂動しても拡張できない擬準同型と見ていることに

なる.

この空間を考える一つの動機に (G,N)-交換子長がある. まず, g ∈ G と x ∈ N に対し, 元

[g, x] = gxg−1x−1 を (G,N)-交換子とよび, (G,N)-交換子で生成される群 [G,N ]を (G,N)-交換子

部分群とよぶ. (G,N)-交換子部分群の元 g に対し, (G,N)-交換子長 clG,N (g)を

clG,N (g) = min{l ∈ N | g = [g1, x1] · · · [gl, xl], x1, . . . , xl ∈ N}

で定義する. 安定 (G,N)-交換子長 sclG,N (g)も同様に

sclG,N (g) = lim
n→∞

clG,N (gn)

n

と定める. (G,N)-交換子長にも劣加法性があり, 極限が必ず存在する. この安定 (G,N)-交換子長に

も Bavardの双対定理と同様の定理が成り立つ.

定理 3.3 ([KKMM21a]). (G,N)-交換子部分群の元 g ∈ [G,N ]に対し,

sclG,N (g) = sup
µ∈Q(N)G/H1(N)G

|µ(g)|
2D(µ)

が成り立つ.

定理 2.1 と定理 3.3 を見比べてみると, sup を取る範囲の差がちょうど NE(G,N) である. した

がって, 空間 NE(G,N)は sclG と sclG,N の差を測っているとも思える. 例えば NE(G,N)が自明

のとき, sclG と sclG,N との間に差がないことが期待されるが, 実際に次の定理が成り立つ.

定理 3.4 ([KKM+21]). 空間NE(G,N)が自明のとき, sclG と sclG,N とは双リプシッツ同値である.

簡単に分かるように [G,N ]上で sclG ≤ sclG,N が成り立つので, 双リプシッツ同値とはある定数 C

が存在して [G,N ]上
sclG ≤ sclG,N ≤ C · sclG

が成り立つことを意味している.



4 相対コホモロジーの五項完全列

群 Gとその正規部分群 N を与えると, 商群 Γ = G/N と合わせて短完全列

1 → N
i−→ G

p−→ Γ → 1

が得られる. このとき, 擬準同型のなす空間について次が完全列が知られている.

命題 4.1 ([Cal09, Remark 2.90]). 次は完全列である:

0 → Q(Γ)
p∗

−→ Q(G)
i∗−→ Q(N)G.

また, 準同型については次の完全列が知られている.

定理 4.2 ([HS53], 五項完全列). 以下の完全列が存在する:

0 → H1(Γ) → H1(G) → H1(N)G → H2(Γ) → H2(G).

ここで H∗(−)は群の実数係数コホモロジー群である.

注意として, 群Gの実数係数 1次コホモロジー群は, G上の実数値準同型のなす空間と同型である.

一旦, 準同型の拡張問題を考える. 「N 上の G不変準同型 hが Gに拡張できるか」は, 定理 4.2の

完全列から「hがH2(Γ)上で自明となるか」と問うのと同値である. 例えばH2(Γ) = 0となる場合,

N 上の G不変準同型は常に G上に拡張可能である.

擬準同型の場合, 命題 4.1 の完全列が Q(N)G のところで途切れているのが問題である. そこで,

Q(N)G の右側を埋める形で以下の完全列を構成した.

定理 4.3 ([KKM+21], 相対コホモロジーの五項完全列). 以下の完全列が存在する:

0 → Q(Γ) → Q(G) → Q(N)G → H2
/b(Γ) → H2

/b(G).

ここで H2
/b は群コホモロジーの有界コチェイン複体に関する相対コホモロジー群である.

また, この完全列は群コホモロジーの五項完全列と整合的である. とくに次の各行各列が完全列と

なる可換図式がある:

H2
b (Γ)

//

��

H2
b (G)

cG

��
0 // H1(Γ) //

��

H1(G) //

��

H1(N)G //

��

H2(Γ)
p∗

//

��

H2(G)

��
0 // Q(Γ) // Q(G) // Q(N)G // H2

/b(Γ)
//

��

H2
/b(G)

��
H3

b (Γ)
// H3

b (G).



ここで H∗
b は実数係数の有界コホモロジー群である.

上の完全列は NE(G,N) = Q(N)G
/(

i∗Q(G) +H1(N)G
)
の各項 Q(N)G, i∗Q(G),H1(N)G を

含んでいる.

補題 4.4. 各列各行が完全列であるような線形空間の可換図式

A

i

��
B //

k

��

C
j //

∼=
��

D

��
E

l // F // G // H

で C → Gが同型だとする. このとき, 自然な写像 F → D は同型

F
/(

l(E) + k(B)
) ∼= Im i ∩ Im j

を誘導する.

例えば Γ がアーベル群 (より広く amenable 群) のとき, 自然な写像 H2(Γ) → H2
/b(Γ) は同型と

なる. このように H2(Γ) → H2
/b(Γ) が同型のとき, 補題 4.4 を上の可換図式に適用すると, 同型

NE(G,N) ∼= Im cG ∩ Im p∗ が得られる. この同型を用いると, 拡張不能擬準同型のなす空間を群コ

ホモロジーと有界コホモロジーを用いて調べることができるようになる. これが定理 1.1の証明の鍵

である.

5 定理 1.1の証明の概略

定理 1.1の (2)

定理 1.1の中で (2)が原理的には最も単純である. 自由群 Fn の自己同型群 G = Aut(Fn)を考え

る. Fn のアーベル化は Zn であり, そこに自明に作用する部分群を N = IAn とおく. このとき Gと

N は完全列
1 → N → G → GL(n,Z) → 1

をなす. 簡単のため n ≥ 3 とする. このとき, [Mil71] より H2(GL(n,Z)) = 0 であり, [Mon04]

と [Mon10] を合わせると H3
b (GL(n,Z)) = 0 が分かる ([KKM+21, Lemma 7.5]). したがって

H2
/b(GL(n,Z)) = 0である. よって定理 4.3から Q(N)G/i∗Q(G) = 0である. とくに NE(G,N) =

0である.

定理 1.1の (1)

(1) に限らず (3), (4), (5) においても, N が交換子部分群なので Γ = G/N はアーベル群であ

る. よって同型 NE(G,N) ∼= Im cG ∩ Im p∗ が使える. G が自由群 Fn のとき H2(G) = 0 なので

Im cG ∩ Im p∗ = 0である. よって NE(G,N) = 0である.



定理 1.1の (3)

Gを連結成分 2つの双曲絡み目の基本群とし, N をその交換子部分群とする. [FS02]より Im cG ̸=
H2(G)であり, H2(G) ∼= Rなことから Im cG = 0を得る. よって NE(G,N) ∼= Im cG ∩ Im p∗ = 0

である.

定理 1.1の (4)

G を種数 l ≥ 2 の閉曲面 Σl の基本群とし, N を交換子部分群とする. このとき H2(G) ∼=
H2(Σl) ∼= R と Im cG ∩ Im p∗ ⊂ H2(G) より Im cG ∩ Im p∗ = 0 または R である. 閉曲面 Σl

は双曲多様体なので, [Gro82] より cG : H2
b (G) → H2(G) は全射である. また, 具体的な計算で

p∗ : H2(G/N) → H2(G)の全射性も分かる. 以上より

NE(G,N) ∼= Im cG ∩ Im p∗ = H2(G) = R

である.

定理 1.1の (5)

種数 l ≥ 2の閉曲面 Σl 上の向きを保つ擬アノソフ同相写像 f で, その写像類がトレリ群に入ると

する. Gを f の写像トーラスMf の基本群とし, N をその交換子部分群とする.

[Thu86]([Ota96])より, f が擬アノソフであることと写像トーラスMf が双曲構造を持つことが同

値である. したがって (4)のときと同様, [Gro82]より cG : H2
b (G) → H2(G)は全射である.

写像類がトレリ群に入るので, f は閉曲面のホモロジーに自明に作用する. ここから写像トー

ラスのホモロジー, コホモロジーが計算でき, Mf が K(π, 1)-多様体なことを合わせると G/N ∼=
H1(G;Z) ∼= Z2l+1 および H2(G) ∼= R2l+1 が分かる. また, トレリ性をうまく使って計算すると

p∗ : H2(G/N) → H2(G)が全射となることが分かる. 以上より

NE(G,N) ∼= Im cG ∩ Im p∗ = H2(G) = R2l+1

である.

注意 5.1. (1) トレリ群の中で擬アノソフ元は以下の意味で genericに存在する: 種数 3以上のとき

トレリ群は有限生成であり, その Cayleyグラフ上でランダムウォークをしたときに擬アノソフ

元にいない確率が exponential orderで 0に収束する ([LM12], [MS13]).

(2) 定理 1.1 の (5) の例 (写像トーラス) は 3 次元双曲多様体の中で基本的な対象である. 実際, 任

意の 3 次元閉双曲多様体は有限被覆を取ることで写像トーラスにできることが分かっている

([Thu82]の virtual fibering予想, [Ago13]により肯定的に解決).
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