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概要
幾何学的群論における主要な研究対象に, Thompson群 F , T , V と呼ばれる無限群がある. こ
れらの群は珍しい性質をもつので, 様々な “亜種”も研究されている. 近年 Thompson 群に対し
て, “無限遠での連結性”を表す量が計算された. この結果が他の亜種にも成り立つのかが急速に
調べられており, 講演者のものも含めた結果を紹介したい.

1 導入
1965 年に, Richard Thompson によって F , T , V という 3 つの群が定義された. これらの群は,

ある種の有限性を持ちながらも多くの不思議な性質を持つ群で, 現在でも様々な手法を用いて研究さ
れている.

その手法の一つに, Thompson 群と似た群を新たに構成し, 元の群との関係性や, その群自身の
性質を調べるというものがある. 3 つの群はそれぞれ様々な定義の仕方があり, それらの定義から
様々な亜種が構成されている. 例えば, Higman-Thompson群 [6], Brown-Thompson群 [3], braided

Thompson群 [2, 4], 高次元の Thompson群 [1], Lodha-Moore群 [8]等が挙げられる. それぞれが興
味深い性質をもつ群だが, 今講演においては主に braided Thompson群 BV に着目する. この群は,

Thompson群 V と Braid群を組み合わせて構成されるような群である.

幾何学的群論における群の研究の主要な方法の一つに, 有限生成群にグラフの構造を定め, そのグ
ラフの幾何的性質を調べるというものがある. このグラフは一般には生成集合の取り方に依存するた
め, その幾何的性質は “群とその生成系に関する性質”ということになる. 我々が主に興味を持ってい
るのは “群の性質” であるので, 生成系の取り方の違いを同一視する必要があり, それが擬等長同型
と呼ばれるものである. 群に対して擬等長不変な量を計算するという研究は, 現在でもよく行われて
いる.

有限生成群に対して定まる擬等長不変量のひとつに, divergence function と呼ばれるものがある.

divergence functionとは概ね “無限遠における空間のつながりの強さ”を表す量であり, 十分につな
りが強いことを「linear divergenceをもつ」という. Thompson群が linear divergenceをもつこと
は [5] において既に証明されている. また, ブレイド群 Bn についても, n ≥ 3 であるならば linear

divergenceをもつことがわかる*1. これらのことから, その 2つの群を組み合わせた BV も同様の性
質を持つことが期待される. 実際次が成り立つ.

*1 例えば, v2の [7, Proposition 3.3]に記載予定.



Theorem 1.1 ([7]) BV は, linear divergenceをもつ.

証明は, 細かい場合分けを含む組み合わせ群論的な議論を用いて行う.

2 Cayley graphと擬等長同型
有限生成群と生成集合に対して, 次のようにグラフを定義する.

Definition 2.1 (Cayley graph) G を有限生成群, S をその有限な生成集合で単位元を含んでい
ないものとし*2, Gの部分集合 S−1を {s−1 | s ∈ S}で定める. 無向グラフ Cay(G,S)を次で定める:

• 頂点集合は G.

• 辺集合は {{g, gs} | g ∈ G, s ∈ S ∪ S−1}.

このとき, Cay(G,S) を G の S に関する Cayley graph と呼ぶ. 簡単のため, {g, gs} という辺と
{gs, gss−1} = {gs, g}という辺は同一視しておく.

Cayley graphには, 常にその生成集合によって定まる語距離 dS をいれておく. これはつまり, 各辺
の長さを 1として, 2点を結ぶ辺の列で最小のものの辺の数である. 以下では, この距離を頂点集合に
制限したものを考える.

Cayley graph は群を幾何学化したものに見えるが, 実際にはその生成集合に依存して定まるもの
である. 生成集合のとり方に依らないものでなければ, 群そのものを幾何学化したとは言えない. そ
こで, 次のように “ゆるい同型”を定める.

Definition 2.2 (擬等長同型) 距離空間 X,Y の間の写像 f : X → Y が次を満たすとする:

1. ある数 λ ≥ 1, k ≥ 0が存在して, 任意の x1, x2 ∈ X に対して

1

λ
dX(x1, x2)− k ≤ dY (f(x1), f(x2)) ≤ λdX(x1, x2) + k

が成り立つ.

2. ある C > 0が存在して, f(X)の C−閉近傍が Y と一致する.

このとき X と Y は擬等長同型であるといい, f を擬等長同型写像という*3.

有限生成群とその Cayley graphに対して, 次が成り立つ.

Proposition 2.3 有限生成群 Gに対して S, T を 2つの有限生成集合とする. このとき, Cay(G,S)

と Cay(G,T )は擬等長同型である.

*2 特に断らない限り, 有限生成集合は常にこの性質を満たすとする.
*3 X から Y への擬等長同型写像が存在すれば, Y から X への擬等長同型写像も (一意とは限らないが) 存在する. 条件

2を使って適当に対応を決めればよい.



Proof. (G, dS)から (G, dT )への恒等写像が擬等長同型写像となることを示す. ある L > 0が存在
して, 任意の g, h ∈ Gに対して

dS(g, h)

L
≤ dT (g, h) ≤ LdS(g, h).

が成り立つことを示せば良い.

L1 := maxt∈T∪T−1 dS(e, t)とする*4. dT (g, h) = n, すなわち n個の T ∪ T−1 の元 t1, . . . , tn を
用いて gt1t2 · · · tn = hと書けるとする. 言い換えると, (G, dT )における g から hへの最短の道は,

g, gt1, gt1t2, . . . , gt1t2 · · · tn = hという順番に頂点を通っていく道ということである. (G, dS)内で,

同じ頂点を通って g と hを結ぶことを考える. dS(g, gt1)とは, t1 を S ∪ S−1 の元の (最小の個数で
の)積で表した時の元の個数であるので, これは結局 dS(e, t1)と等しく, L1 で上から評価される. 同
様に, dS(gt1, gt1t2) = d(e, t2)であるのでこれも L1 で上から評価され, 以降も同じように計算でき
る. 三角不等式から,

dS(g, h) ≤ dS(g, gt1) + dS(gt1, gt1t2) + · · ·+ dS(gt1 · · · tn−1, h)

≤ L1n

= L1dT (g, h)

が成り立つ.

L2 := maxs∈S∪S−1 dT (e, s)に対して, S, T の役割を入れ替えた上の議論を適用すれば, dT (g, h) ≤
L2dS(g, h)が得られる.

最後に max{L1, L2}を Lとおけば, 証明が完了する. □

この命題によって, 有限生成群の Cayley graphは擬等長同型の違いを除いて一意に定まることがわ
かる.

Remark 2.4 自明な群の Cayley graph(すなわち 1点からなる graph)と, 有限群 (と適当な生成集
合)の Cayley graphは擬等長同型である. 実際, 自明群の 1点を有限群の単位元に送る写像が擬等長
同型写像の定義を満たす. このことから, 通常我々は有限生成である無限群を研究対象とすることが
多い.

また, 一つの生成集合上での Cayley graphに対して “幾何的な性質”を定めたあとに, それが擬等長
同型のもので不変であることが示せれば, その性質を群の幾何的な性質と思うことができる. Section

4では, その一つの例である divergence functionというものについて述べる.

3 Thompson群と braided Thompson群
3.1 Thompson群 F, T, V

まず V を定義して, その部分群として残りの 2つを定義する.

*4 dS(e, t) = dS(e, t
−1)であるので, T−1 はなくてもよい.



V の元 g は, leafの数が同じである有限の根付き 2分木 T+, T− と leafの集合の置換 σ からなる 3

つ組 (T+, σ, T−)で表される. このような 3つ組のことを, tree diagramと呼ぶ.

2分木 T の各 leaf oに対して, rootから oへの一意な pathが対応する. 各 caret(ˆのこと)の左側
を 0, 右側を 1とラベル付けすれば, pathに対応する binary word w(o)が得られる. 以降, 各 path

とそれに対応する binary wordは同一視する.

Cantor集合 C と無限 2進列からなる空間を同一視することにより, V の元 (T+, σ, T−)に対応し
た C から C への同相写像が得られる. 実際, T+ の各 leaf o と任意の無限語 a に対して, w(o)a を
w(σ(o))aに対応させれば良い.

群の合成を定義するための準備をする. T+ の leaves x, y が dipoleを形成するとは, x, y が T+ 内
で同じ親を持ち, さらに σ(x), σ(y)が (この順番で)T− 内で同じ親をもつ状態のことをいう. dipole

は自然に取り除くことができる. また, 取り除く前後の tree diagram から得られる Cantor 集合 C

の間の同相写像は同じであり, このときこれらの tree diagram は V の同じ元を表しているとみな
す. dipoleを差し込むことも, 上の内容を逆にたどればできる. dipoleがない tree diagramのことを
reduced tree diagram という. V の任意の元は reduced tree diagram を用いて unique に表さ
れる.

群の演算を定義する. 任意の 2元 g1, g2 ∈ V に対して, それに対応する tree diagramを 2つ任意
にとり, (A+, α,A−) と (B+, β, B−) とする. このとき, いくつかの dipole を差し込むことにより,

g1, g2 を表し更に B′
+ = A′

− を満たすような tree diagrams(A′
+, α

′, A′
−), (B

′
+, β

′, B′
−) が得られる.

このとき,

g1g2 := (A′
+, α

′β′, B′
−)

と定義する. なお, ここでの α′β′ とは通常の写像の合成とは逆の順番での合成, すなわち右作用であ
る. B′

+ = A′
− より leafの数が等しいので, 写像の合成が計算できる.

最後に F, T を定義する. T は σ を巡回置換のみに制限したものとし, F は σ を恒等写像のみに制
限したものと定める. 明らかに, それぞれ V の部分群となる.

3.2 braided Thompson群 BV

Thompson群 V は, 葉の数が等しい 2つの有限根付き 2分木と, その葉の数に対応する対称群の元
を用いて表されていた. BV は, この対称群の部分をブレイド群に置き換えることで定義される. V

における tree diagramに対応して, BV における 3つ組を tree-braid-tree diagramと呼ぶ.

V と異なるのは, 同じ元を表す別の tree-braid-tree diagramの同一視の仕方と, 合成の定義である.

V においては, 対応する 2 つの leaf が dipole を形成するときに, 取り除く操作を与えた. BV に
おいては, 次の 2つの条件を満たすとき, caretと対応する 2本の紐を取り除く操作を定め, 同一視を
行う.

1. ブレイド群から自然に定まる対称群への全射準同型を用いて tree-braid-tree diagramを tree

diagramとみなしたとき, V の元の意味で dipoleを形成していること.

2. その対応する 2本の紐が平行であること.



逆の操作も同様に定義することができるので, それを用いて tree-braid-tree diagram の間の同一視
を定める.

合成の定義については, 写像の合成の部分をブレイド群の積で置き換えればよい.

4 divergence function

f, g を R+ から R+ への写像とする. ある A,B,C,D,E ≥ 0が存在して, 全ての x ∈ R+ に対して

f(x) ≤ Ag(Bx+ C) +Dx+ E

が成り立つとき, f ⪯ gと定める. f ≡ gを f ⪯ gかつ g ⪯ f で定めると, これは同値関係になる. 定
義から, 全ての線形写像は同値である.

δ ∈ (0, 1)とする. 有限生成群 Gの δ-divergence function fδ(x)とは, ある有限生成系 S に関
する Cayley graphの単位元に対応する点 eから距離が x離れた任意の 2点を, eを中心とした半径
δx の ball の中を通らずに結べる道の長さを, 上からおさえられる値の最小値のことである. そのよ
うな道が存在しないときには, 道の長さを∞と定める.

ある δ が存在して, Gとある生成集合 S に対して定まる divergence functionが線形写像と同値で
あるとすると, 別の生成集合 S′ に対して定まる divergence functionもその性質を持つ*5. 従ってこ
れは, 群そのものの性質とみなすことができる. ある δ が存在して, Gのあるケイリーグラフに対す
る δ-divergence functionが線形写像と同値であるとき, Gは linear divergenceをもつという.

Thompson群 F, T, V や BV は, 全て linear divergenceをもつ. これは実際に道を構成して, 具体
的な δ を与えることで証明される.
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*5 この性質は擬等長同型の元でも不変である.
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