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概要

3次元ハイゼンベルグ群の左不変ローレンツ計量は 3種類に等長的に分類されることが知られ

ている. 本講演ではそのうちの 1種について, 3次元ハイゼンベルグ群の非垂直な時間的極小曲面

がド・ジッター球面へのローレンツ調和写像によって特徴づけられることを説明する. またルー

プ群の分解定理を用いることで時間的極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式が得られること

を紹介する. 本講演の内容は北海道大学の小林真平氏との共同研究 [15]に基づく.

1 導入

Thurstonの幾何化予想 ([20])の解決以降, 8つのモデル空間をはじめとする 3次元等質空間の平均

曲率一定曲面の研究が盛んに行われてきた ([6], [8], [9], [13]). 特にモデル空間において,ある 2次微分

が平均曲率一定曲面に対して正則になることを明らかにした Abresch-Rosenbergの研究 ([1])やスピ

ノルを用いた行列方程式系によって 3次元等質空間の曲面の積分表示を示した Berdinskĭı-Tăımanov

の研究 (c.f.[7])が 3次元等質空間の研究が発展した大きな要因である. 本講演で扱う 3次元ハイゼン

ベルグ群は Thurston幾何のモデル空間の 1つであり, 特にハイゼンベルグ群の平均曲率零曲面の研

究は今なお重要な課題である.

また 3次元ユークリッド空間 E3 の平均曲率一定曲面の Kenmotsu公式 ([14])やそのミンコフス

キー版である Akutagawa-Nishikawaの空間的平均曲率一定曲面の Kenmotsu型公式 ([2]) など, 平

均曲率一定曲面の表現公式は数多く知られている. 中でも Symの公式と呼ばれる表現公式は元々は

E3 のガウス曲率が負一定の曲面を表現するために A. Sym([18])によって発見された公式であるが,

A. I. Bobenko([3], [4])や T. Taniguchi([19])によって正定値の空間形やミンコフスキー空間の平均

曲率一定曲面にまで拡張された.

Abresch-Rosenberg や Berdinskĭı-Tăımanov をはじめとするこれまでの主要な研究では, 空間の

計量としてリーマン計量を用いることが一般的であった. 3次元ハイゼンベルグ群の極小曲面のワイ

エルシュトラス型表現公式を与えた Dorfmeisterらによる研究 ([10]) では, 対称空間への調和写像と

スピノルの観点から 3次元ハイゼンベルグ群の極小曲面とミンコフスキー空間の平均曲率一定曲面の

間に関係があることを明らかにし, Symの公式を用いて極小曲面の表現公式を与えた. 本講演ではハ

イゼンベルグ群にローレンツ計量を定め, ド・ジッター球面への調和写像による時間的極小曲面の特

徴付けを説明する. また,ミンコフスキー空間の時間的平均曲率一定曲面との関係を示すことで得ら



れる時間的極小曲面の表現公式を紹介する.

ユークリッド空間やミンコフスキー空間の平均曲率一定曲面はガウス写像を通して対称空間への調

和写像との関係が深く, それ自体が研究の一分野を築いていると言ってもよい. 曲面から対称空間へ

の調和写像に関する重大な研究として Dorfmeister-Pedit-Wu([12])のワイエルシュトラス型の調和

写像の構成方法が知られており, 論文著者の頭文字をとって DPW法と呼ばれている. DPW法では

ループ群と呼ばれる無限次元リー群の分解を行い, 調和写像の動標構を作り出すことで調和写像を構

成する. 本講演ではこの手法を用いてド・ジッター球面への調和写像の動標構を与えることで得られ

る 3次元ハイゼンベルグ群の時間的極小曲面のワイエルシュトラス型表現公式について時間の許す限

り紹介したい.

2 ハイゼンベルグ群の時間的曲面

本講演で紹介する手法では曲面の座標系としてパラ複素数を使用する. パラ複素数を用いることに

より, 正定値計量の場合における Abresch-Rosenberg微分 ([1]) と呼ばれる平均曲率一定曲面に対し

て正則な 2次微分に類似した 2次微分が得られ, 時間的極小曲面の構造がより明確になる. 本節では

パラ複素数の定義と性質およびハイゼンベルグ群の時間的曲面がみたす方程式を紹介する.

2.1 パラ複素構造

次の演算を満たす 1と i′ で張られる実代数を C′ で表す：

(i′)2 = 1, 1 · i′ = i′ · 1 = i′.

実代数 C′ = R1 ⊕ Ri′ およびその元をパラ複素数という. 任意のパラ複素数 z ∈ C′ は複素数と

同様に一意に x, y ∈ R が存在して z = x + yi′ と表され, 実部, 虚部, パラ複素共役をそれぞれ

Re z = x, Im z = y, z̄ = x − yi′ と書く. 一方, 複素数とは異なりパラ複素数は次のような性質を

持つ.

定理 2.1. (1) パラ複素数 z = x+ yi′ ∈ C′ に対し, z = w2 を満たすパラ複素数 w ∈ C′ が存在する

必要十分条件は x± y ≥ 0である.

(2) パラ複素数 z = x+ yi′ ∈ C′ に対し, z = ew を満たすパラ複素数 w ∈ C′ が存在する必要十分条

件は x± y > 0である.

(3) パラ複素数 z = x+yi′ ∈ C′に対し, 逆元 z−1 ∈ C′が存在するための必要十分条件は x2−y2 ̸= 0

である.

(4) パラ複素数 z, w ∈ C′に対し, (zw)1/2 ∈ C′が存在するならば, ϵ ∈ {±1, ±i′}で (ϵz)1/2, (ϵw)1/2

が存在するものが取れる.



2.2 ハイゼンベルグ群

アファイン空間 R3 に次の群構造を備えた Nil3 = (R3(x1, x2, x3), ·)を 3次元ハイゼンベルグ群と

いう：

(x1, x2, x3) · (y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3 +
1

2
(x1y2 − y1x2)).

このときハイゼンベルグ群 Nil3 のリー環 nil3 は R3 に標準基底 e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 =

(0, 0, 1)の関係を次で定めたものとして与えられる：

[e1, e2] = e3, [e2, e3] = [e3, e1] = 0.

3次元ハイゼンベルグ群の左不変ローレンツ計量の分類について次が知られている.

定理 2.2 ([17]). 3次元ハイゼンベルグ群の任意の左不変ローレンツ計量は次のいずれかに等長的で

ある：

(1) g1 = −dx21 + dx22 + ω2,

(2) g2 = dx21 + dx22 − ω2,

(3) g3 = dx21 − dx22 − 2ωdx2.

ただし ω = dx3 +
1
2 (x2dx1 − x1dx2) である. さらに各計量に関する等長群の次元は (1), (2) は 4,

(3)は 6である.

左不変ローレンツ計量 g2 については Brander-Kobayashi ([5]) によって空間的極大曲面のワイエ

ルシュトラス型表現公式が研究されている. 本講演では Nil3 に与える計量として g1 を採用し, その

Levi-Civita接続を∇とする.

2.3 ハイゼンベルグ群の時間的曲面

向き付け可能で連結な 2次元多様体M から 3次元ハイゼンベルグ群への写像 f : M → Nil3 を時

間的曲面, すなわち誘導計量がローレンツであるはめ込みとする. このとき誘導されたローレンツ計

量はM 上にローレンツ等角構造を定める. 故にM 上のパラ複素座標 z = x + yi′ で誘導計量 I が

I = eudzdz̄ = eu(dx2 − dy2)の形で表されるものがとれ, M はローレンツ面, f はローレンツ等角

はめ込みと見なすことができる. このとき z をローレンツ等角座標という. またパラ複素座標系 z に

対して 2次形式 Bdz2 がパラ正則であるとは ∂z̄B = 0が成り立つときをいう. このような関数 B は

パラ正則であるという. ローレンツ面の幾何について詳細は [21]を参照されたい.

ローレンツ面M から 3次元ハイゼンベルグ群 Nil3 へのローレンツ等角はめ込み f :M → Nil3 に

対し, Φ = f−1fz によって nil3 値写像 Φ を定義する. ここで f−1 は f の各点に対する逆元を意味

し, fz の単位元への左移動を表す. このとき次が成立する：

Φz̄ − Φz + [Φ,Φ] = 0. (2.1)

さらに N を f の単位法ベクトル場とし, H を N に関する f の平均曲率とすると

Φz̄ +Φz +
{
Φ,Φ

}
= euHf−1N (2.2)



が成立する. ここで {·, ·}は {X,Y } = ∇XY +∇YX によって定義される対称双線形写像である. ま

た Φ =
∑3

k=1 ϕkek と展開したとき, 定理 2.1(3)と f の等角性より

ϕ1 = ϵ
(
(ψ2)

2 + (ψ1)
2
)
, ϕ2 = ϵi′

(
(ψ2)

2 − (ψ1)
2
)
, ϕ3 = 2ψ1ψ2

を満たす ϵ ∈ {±i′}とパラ複素関数 ψ1, ψ2 が存在することがわかる. このパラ複素関数 ψ1, ψ2 を f

の生成スピノルという.

命題 2.3 (c.f.[7]). ローレンツ等角写像 f が満たす式 (2.1)(2.2)は次の非線形ディラック方程式に書

き換えられる： (
∂zψ2 + Uψ1

−∂zψ1 + Vψ2

)
=

(
0
0

)
. (2.3)

ここで U , V は,

U = V = −H
2
eu/2 +

i′

4
h (2.4)

eu/2 = 2(ψ2ψ2 + ψ1ψ1), h = 2(ψ2ψ2 − ψ1ψ1) (2.5)

で与えられる. 関数 U , V を f のディラックポテンシャルという.

注意 2.4. 関数H, eu/2, hおよび非線形ディラック方程式 (2.3)(2.4)から式 (2.1)(2.2)を得るには解

(ψ1, ψ2)が (2.5) を満たしている必要がある. また単位法ベクトル場をスピノルで表すことで, 関数

hがある点で消えていることと, 対応する時間的曲面 f に左不変ベクトル場 E3 がその点で接してい

ることは同値であることがわかる. このことから hが至るところで消えない時間的曲面 f は非垂直

であるという.

注意 2.5. ミンコフスキー空間 L3 の時間的曲面の非線形ディラックポテンシャルを同様に導くと,

Nil3 の時間的曲面の H = 0の場合によく似ていることがわかる. これはミンコフスキー空間のある

時間的平均曲率 1/2曲面とハイゼンベルグ群の時間的H = 0曲面にある種の対応があるためである.

ローレンツ等角写像の単位法ベクトル場を単位元に左移動させた正規ガウス写像は 2つの立体射影

を通じてド・ジッター球面 S21 =
{
(x1, x2, x3) ∈ L3|x21 − x22 + x23 = 1

}
への写像と見なすことがで

きる.

3 時間的極小曲面

時間的曲面 f : M → Nil3 の平均曲率が 0であるとき, f を時間的極小曲面という. 時間的極小曲

面に対しては曲面が非垂直であることとディラックポテンシャルが可逆であることは同値である. ま

た,ディラックポテンシャル U が可逆であるとき, あるパラ複素関数 w と ϵ̃ ∈ {±1,±i′}が存在して
U = ϵ̃ew/2 と表せる. このとき非線形ディラック方程式は Lax形式に書き換えることができる. 本節

では本講演における主結果である非垂直な時間的極小曲面のローレンツ調和写像による特徴づけと表

現公式を与える.



3.1 主結果 1

パラ複素平面の単連結領域 D上定義されたディラックポテンシャルが可逆なローレンツ等角写像
f : D → Nil3 に対し, パラメータ µ ∈ S11 :=

{
ei

′t = cosh t+ i′ sinh t ∈ C′
∣∣∣ t ∈ R

}
を用いて行列値

1次微分形式の族 αµ を
αµ := Uµdz + V µdz̄,

Uµ =

(
1
4wz +

1
2Hz ϵ̃e

−w/2eu/2 −µ−1ϵ̃ew/2

µ−1Bϵ̃e−w/2 −1
4wz

)
, (3.1)

V µ =

(
− 1

4wz̄ −µB̄ϵ̃e−w/2

µϵ̃ew/2 1
4wz̄ +

1
2Hz̄ ϵ̃e

−w/2eu/2

)
. (3.2)

で定める. ここで関数 B は Abresch-Rosenberg微分と呼ばれる 2次形式の係数関数である. 曲面の

平均曲率が一定であるとき, この 2次形式はパラ正則になる. 次の定理は 3次元ハイゼンベルグ群の

非垂直な時間的極小曲面を特徴づける本講演の主結果の 1つである.

定理 3.1. 単連結領域 D ⊂ C′ 上で定義されたディラックポテンシャルが可逆なローレンツ等角写像

f : D→ Nil3 に対し, 以下は同値である：

(1) f は時間的極小曲面である.

(2) ディラックポテンシャル U = ϵ̃ew/2 = −H
2 e

u/2 + i′

4 h は純パラ虚数に値を持つ.

(3) d+ αµ は全ての µについて自明束 D× SU′
1,1 上の平坦接続を与える.

(4) 正規ガウス写像 f−1N はド・ジッター球面 S21 ⊂ L3
(+,−,+) へのローレンツ調和写像である.

ここで SU′
1,1 は次で与えられるリー群で, 特殊パラユニタリ群という：

SU′
1,1 =

{(
α β
β̄ ᾱ

)
| α, β ∈ C′, αᾱ− ββ̄ = 1

}
.

3.2 主結果 2

定理 3.1より非垂直な時間的極小曲面 f に対し, 微分方程式 (Fµ)−1dFµ = αµ は SU′
1,1 値の初期

値に対して SU′
1,1 値の解 Fµ をもつ. 以下簡単のため h > 0, ϵ = i′ とするが, 他の状況においても同

様の結果が得られる.

定義 3.2. 微分方程式 (Fµ)−1dFµ = αµ の SU′
1,1 値の解 Fµ を時間的極小曲面 f の一般拡張動標構

という. 特に条件

Fµ|µ=1 = F =
1√

ψ2ψ2 − ψ1ψ1

(
ψ2 ψ1

ψ1 ψ2

)
の下で Fµ を時間的極小曲面 f の拡張動標構という.

例 3.3. 次の Nil3 の曲面 f は x3 = 0平面に値を持つ時間的極小曲面である :

f =

(
2i′(z − z̄)
1 + zz̄

,
2(z + z̄)

1 + zz̄
, 0

)
.



曲面 f に対する拡張動標構 Fµ は次で与えられる :

Fµ =
1

(1 + zz̄)1/2

(
1 −i′µ−1z
i′µz̄ 1

)
.

ミンコフスキー空間 L3 と特殊パラユニタリ群 SU′
1,1 のリー環

su′1,1 =

{(
ai′ b̄
b −ai′

)
| a ∈ R, b ∈ C′

}
を次の対応をもって同一視する：

su′1,1 ∋
1

2

(
ri′ −p− qi′

−p+ qi′ −ri′
)
←→ (p, q, r) ∈ L3

(+,−,+).

ただし su′1,1 には不定値内積 ⟨X,Y ⟩ := 2tr(XY ) を定める. さらに線形同型写像

Ξ : su′1,1 ∋
1

2

(
x3i

′ −x2 − x1i′
−x2 + x1i

′ −x3i′
)
7→ x1e1 + x2e2 + x3e3 ∈ nil3

をとる. ド・ジッター球面へのローレンツ調和写像はミンコフスキー空間の時間的平均曲率一定曲面

との関連が深く, ローレンツ調和写像から時間的平均曲率一定曲面を与える Symの公式が知られて

いる ([11]). このことを応用して 3次元ハイゼンベルグ群の時間的極小曲面の表現公式を与える次の

定理を得た.

定理 3.4. 単連結領域 D ⊂ C′ 上定義されたある時間的極小曲面 f に対し, その拡張動標構を Fµ と

する. リー環 su′1,1 に値をもつ写像 fL3 と NL3 を

fL3 = −i′µ(∂µFµ)(Fµ)−1 − i′

2
Ad(Fµ)

(
1 0
0 −1

)
, NL3 =

i′

2
Ad(Fµ)

(
1 0
0 −1

)
で定め, さらに写像 fµ : D→ Nil3 を

fµ := exp ◦Ξ ◦ f̂ , f̂ = (fL3)o − i′

2
µ(∂µfL3)d

により定める. ここで “o”,“d”はそれぞれ非対角成分と対角成分を表す. このとき 1に十分近い µに

対して以下が成立する：

(1) 写像 fL3 はミンコフスキー空間 L3 の時間的平均曲率 1/2曲面であり, NL3 を単位法ベクトル場

にもつ.

(2) 写像 fµ は 3次元ハイゼンベルグ群 Nil3 の時間的極小曲面であり, 正規ガウス写像を立体射影を

通してド・ジッター球面への写像と見たものが NL3 である. さらに fµ|µ=1 はオリジナルの時間

的極小曲面 f と等長群の作用を除いて一致する.

注意 3.5. 定理 3.4の fL3 の定義式がミンコフスキー空間の時間的平均曲率 1/2曲面の Symの公式

のパラ複素数を用いた表示である.



4 拡張動標構のワイエルシュトラス型表現

定理 3.1および定理 3.4より一般拡張動標構を与えることでハイゼンベルグ群の時間的極小曲面を

与えることができる. 本節では拡張動標構をパラ正則関数で記述する, 拡張動標構のワイエルシュト

ラス型表現公式を紹介する.

4.1 ループ群の分解

時間的極小曲面の拡張動標構は C′ \ {z(1± i′)|z ∈ C′}上でパラメータ µについて解析的であるた

め, ループ群と呼ばれる無限次元リー群の一種である以下の群を考える.

Λ′SL2C′
σ =

g : S11 → SL2C′

∣∣∣∣∣∣
g = · · ·+ g−1µ

−1 + g0 + g1µ
1 + · · ·

g(−µ) =
(
1 0
0 −1

)
g(µ)

(
1 0
0 −1

)  ,

Λ′+SL2C′
σ =

{
g ∈ Λ′SL2C′

σ | g = g0 + g1µ
1 + · · ·

}
,

Λ′−SL2C′
σ =

{
g ∈ Λ′SL2C′

σ | g = g0 + g−1µ
−1 + · · ·

}
,

Λ′+
∗ SL2C′

σ =
{
g ∈ Λ′+SL2C′

σ | g(0) = id
}
,

Λ′−
∗ SL2C′

σ =
{
g ∈ Λ′−SL2C′

σ | g(∞) = id
}
,

Λ′SU′
1,1σ =

{
g ∈ Λ′SL2C′

σ

∣∣∣∣(1 0
0 −1

)(
g(1/µ̄)

T
)−1

(
1 0
0 −1

)
= g(µ)

}
.

時間的極小曲面の拡張動標構はループ群 Λ′SU′
1,1σ の元である. 次の定理はループ群の基本的な分解

公式である Birkhoff分解・Iwasawa分解 ([16])を応用して得られる.

定理 4.1. (1) Birkhoff分解 : 積をとる写像

Λ′−
∗ SL2C′

σ × Λ′+SL2C′
σ → Λ′SL2C′

σ, Λ′+
∗ SL2C′

σ × Λ′−SL2C′
σ → Λ′SL2C′

σ

はそれぞれ Λ′SL2C′
σ のある稠密開集合への微分同相写像である.

(2) Iwasawa分解 : 積をとる写像

Λ′SU′
1,1σ × Λ′+SL2C′

σ → Λ′SL2C′
σ

は Λ′SL2C′
σ のある稠密開集合への微分同相写像である.

これらの稠密開集合を Λ′SL2C′
σ の Big cellという.

4.2 主結果 3

定理 4.1 の Birkhoff 分解を時間的極小曲面の拡張動標構に用いることで拡張動標構のワイエル

シュトラスデータになるパラ正則 1形式が得られた.

定理 4.2. 時間的極小曲面 f に対し, その拡張動標構 Fµ が Big cell に属しているとする. こ

のとき Birkhoff 分解 Fµ＝ Fµ
−F

µ
+ (Fµ

− ∈ Λ′−SL2C′
σ, F

µ
+ ∈ Λ′+SL2C′

σ) によって定まる Fµ
− の



Maurer-Cartan形式 ξ = (Fµ
−)

−1dFµ
− は次で与えられる：

ξ = µ−1

(
0 a(z)

−B(z)
a(z) 0

)
dz. (4.1)

ただし B(z)は時間的極小曲面 f の Abresch-Rosenberg微分の係数関数であり, a(z)は

a(z) = − i
′

4
h2(z, 0)h−1(0, 0)

で定義されるパラ正則関数である. パラ正則 1 形式 ξ を時間的極小曲面 f の正規ポテンシャルと

いう.

逆に次の定理により式 (4.1)で定義された正規ポテンシャルから 3次元ハイゼンベルグ群の時間的

極小曲面の拡張動標構を構成できることを示した.

定理 4.3. 式 (4.1)で定義されたパラ正則 1形式 ξ に対し, 2次正方行列 Fµ
− を方程式

∂zF− = F−ξ, F−(z = 0) = id

の解とする. このとき Iwasawa分解 Fµ
− = FµV+ (Fλ ∈ Λ′SU′

1,1σ, V+ ∈ Λ′+SL2C′
σ) によって定ま

る Fµ に対し, ある k ∈ U′
1 が存在して Fµkは適切に座標変換すると 3次元ハイゼンベルグ群の時間

的極小曲面の拡張動標構になる. ここで U′
1 :=

{(
ei

′θ 0

0 e−i′θ

)∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
である.

5 具体例

例 5.1 (双曲放物面). 正規ポテンシャル ξ = µ−1

(
0 − i′

4

− i′

4 0

)
dz に対して拡張動標構は

Fµ =

(
cosh −µ−1z+µz̄

4 i′ sinh −µ−1z+µz̄
4

i′ sinh −µ−1z+µz̄
4 cosh −µ−1z+µz̄

4

)
で与えられる. 対応する L3 の時間的平均曲率 1/2曲面 fL3 と Nil3 の時間的極小曲面 fµ は

fL3 =

(
µ−1z + µz̄

2
,− sinh i′

−µ−1z + µz̄

2
,− cosh

−µ−1z + µz̄

2

)
fµ =

(
− sinh i′

−µ−1z + µz̄

2
,
µ−1z + µz̄

2
,
µ−1z + µz̄

4
sinh i′

−µ−1z + µz̄

2

)
である. 時間的極小曲面 fµ は双曲放物面 x3 = −x1x2/2を示している.

例 5.2 (B-scroll型時間的極小曲面). パラ正則関数 S(z)を用いて正規ポテンシャル ξ を

ξ = µ−1

(
0 − i′

4

− 1−i′

2 S(z) 0

)
dz

で定める. このとき, 対応するミンコフスキー空間の時間的平均曲率 1/2曲面は B-scrollと呼ばれる

null曲線による線織面である. また, 対応するハイゼンベルグ群の時間的極小曲面も線織面になって

いる.
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