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多様体をみる, 位相や可微分多様体としての構造を調べるということは, 幾何
学の, ひいては数学の基本的で重要な問題である. (可微分)多様体を, その上の, 自
身より次元の高くない空間への良い(可微分)写像を用いてみ, 調べるという, Morse
関数という良い可微分関数を用いて多様体を調べる理論を原点とした手法は, 自然
で重要である. 多様体の代数的位相幾何学, 微分位相幾何学等あらゆる幾何学の研
究において多くの大きな面白い貢献をしてきており今もし続けている. その際, 逆
像の連結成分からなる定義域の多様体の商空間 Reeb 空間が重要な道具のひとつ
である. 本稿, 本発表では, 関連した自然で重要な問題として, 与えられたグラフを
性質の良い可微分関数の Reeb 空間として実現できるかという問題について, 基本
的な部分や歴史, 著者の研究を紹介する.

1. Reeb 空間(グラフ).
Reeb 空間は, 位相空間の間の写像の逆像の連結成分からなる空間である. c : X →
Y を位相空間の間の(連続)写像とする. X の任意の点 x1,x2 について, 同じ Y の点
y の逆像 c−1(y) の同じ連結成分にあるときかつその時に限り x1∼cx2 をみたすよ
う, X 上の関係 ∼cを定義する. これは同値関係である.

Definition 1. 商空間 Wc := X/∼c を c の Reeb 空間と呼ぶ.

qc : X → Wc で商写像を表し c̄ で c = c̄ ◦ qc をみたす写像とする(連続写像とし
て一意に定まる).
本稿, 本発表で, 多様体は基本的な空間, 対象である. 多様体, 可微分多様体や可

微分関数(写像)について, 数学系の学科で学部で学ぶ程度の内容は既知とする. 題
名を含め既に”可微分”という用語を数回用いているが, 基本的に滑らかつまり C∞

級のものを考える. 今後, 滑らかな多様体の間の滑らかな写像で, 定義域の多様体の
方が値域の多様体より次元の高いようなものとその Reeb 空間を考える. 多様体上
の可微分関数や写像の Reeb 空間に関し, [18] が関連した初期の論文の一つである.
以降 f : M → N で滑らかな多様体 M から滑らかな多様体 N への滑らかな写

像を表す. f の特異点とは, M の点 p ∈ M でそこでの微分 dfp について階数が M ,

N 双方の次元より低いものとする. ある特異点 p での値として表せる f(p) を f
の特異値と呼ぶ. 特異値でない N の点を f の正則値と呼ぶ.
滑らかな多様体の微分同相型を, 以下で定義する: 滑らかな多様体からなるクラ

スを考え, 二つの滑らかな多様体について, 一方から他方への滑らかで特異点をも
たないような同相写像つまり微分同相写像が存在するときかつその時に限り同値
とし, 同値類をその多様体の微分同相型と呼ぶ(もちろんここで考えた関係は同値
関係である). 多様体 M1 と M2 の微分同相型が等しいとき M1 は M2 に(M1 と M2

は) 微分同相であるという.
今後 k > 0 次元 Euclid 空間を Rk で表す. これは自然な k 次元の滑らかな多様

体であり, 自然な計量も入った Riemann 多様体でもある. x ∈ Rk と原点 0 の間の
距離を ||x|| ≥ 0 で表す. Sk := {x ∈ Rk+1 | ||x|| = 1.} で k 次元単位球面を表す(ただ
し k は 0 以上の整数). これは k 次元の滑らかな閉部分多様体で境界をもたずコン
パクトである. また k ≥ 1 ならば連結である. Dk := {x ∈ Rk | ||x|| ≤ 1.} で k 次元
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単位球体を表す(ただし k は 1 以上の整数). これは k 次元の滑らかな閉部分多様
体で境界をもちコンパクトである.

f がさほど病的でなく適切な意味で一般的な滑らかな写像のとき, Wf は値域の
空間と同次元の多面体(で, 一般に滑らかな多様体から自然に一意に多面体の構造
が定まることがよく知られている中, 値域の多様体に定まるそれを引き戻す形で自
然に誘導されるもの)となることが知られている. Reeb 空間 Wf が多面体であると
いう状況について, f が関数の場合 Reeb 空間 Wf はグラフになる.

Theorem 1 ([21]). コンパクト多様体上の滑らかな関数 f で特異値が高々有限個
であるようなものについて, Wf は 1 次元コンパクト多面体つまりグラフと同相で
ある. 閉多様体上の滑らかな関数 f で特異値が高々有限個であるようなものにつ
いて, Wf は, 頂点集合を qf で考えた逆像が特異点を含むようなもの全体からなる
集合であるとしたときグラフとなる.

Definition 2. 閉多様体上の滑らかな関数 f で, Wf が, 頂点集合を qf で考えた逆
像が特異点を含むようなもの全体からなる集合であるとしてグラフとなるとき,
Reeb グラフと呼ぶ.

例えば, Morse(-Bott) 関数のような特異点のまわりでの型が複雑でないような

関数 f では, Reeb グラフ Wf が得られる.

以下、Morse(-Bott) 関数を定義する. 古典的な有名文献として, Morse 関数の理

論に関して [16], [17], Morse-Bott 関数に関して [1] がある. Morse 関数の理論は, 一
般に(略して) Morse 理論と呼ばれるが, [14] は Morse 理論の有名な教科書的な文献
である.

Definition 3. 1. m 次元多様体上の滑らかな関数 f の特異点が境界になく, 特異
点 p で整数 0 ≤ i(p) ≤ m と適切な座標があって (x1, · · · , xm) 7→ Σ

m−i(p)
j=1 xj

2 −
Σ

i(p)
j=1xm−i(p)+j

2 + f(p) と表せるとき, f は Morse 関数であるという.

2. 滑らかな関数 f が,特異点の周りで,うまく座標をとって局所的に特異点のな
い滑らかな写像と Morse 関数の合成で表せているとき, f は Morse(-Bott)関

数であるという.

Morse 関数で, 値の大小を考慮して座標をとれば, i(p) は一意である. Morse 関
数の特異点は離散的に現れる. Morse-Bott 関数の特異点全体の集合は, 定義域の多
様体の滑らかで境界を持たないような閉部分多様体である.以下 Figure 1と Figure
2 で Morse 関数 Morse-Bott 関数とその Reeb グラフの例を紹介する. 例えば, 単位
球面の高さを考えて得られる関数が Morse関数であることを調べることは, 多様体
論や Morse 理論に関する練習問題であることも補足する.

さて, Reeb 空間が値域の空間と同次元の多面体になるということについて, [12]
で次元 3 以上の閉多様体から平面への, 特異点の観点からして一般的な滑らかな写
像, いわゆる安定写像で示されている. 安定写像という滑らかな写像のクラスは, 各
特異点で値が異なるような閉多様体上の Morse 関数全体を含むようなクラスであ
る(閉多様体上の滑らかな関数の場合そういう関数であることと安定であることは
同値である). 安定写像等の説明を含む可微分写像の特異点理論に関する教科書的
文献として [2] がある. Reeb 空間が値域の空間と同次元の多面体になるということ
に話を戻すが, [24] ではかなり一般的な状況で示された. このような状況で, Reeb
空間は多様体を簡単にとらえる. 定義等の説明が長くなってしまったが, Reeb グラ
フや Reeb 空間は, 多様体をみる, 位相や可微分多様体としての構造を調べるとい
う幾何学の, ひいては数学の基本的で重要な問題において, 基本的で強力な道具と
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Figure 1: 次元 2以上の単位球面の自然な高さを考えて得られるMorse関数と Reeb
グラフ(左). 3次元の Euclid空間 R3に自然な形で埋め込まれたトーラス(S1×S1)に
対し自然な高さを考えて得られる Morse 関数と Reeb グラフ(右). グラフの点を指
し示す線の先にある点や円周等の図形や単位球面 ”Sm−1”の表記は, その点の qf で
考えた逆像を示す.

Figure 2: 3 次元の Euclid 空間 R3 に自然な形で埋め込まれたトーラスに対し自然
な高さを考えて得られる Morse-Bott関数と Reebグラフ.グラフを指し示す線の先
にある円周は, Figure 1 同様逆像を示す.
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Figure 3: 与えられたグラフ(右)と閉曲面上の滑らかな関数(左).

なる. 時にはホモロジー群コホモロジー環等多様体の代数的な情報をある程度握
る. [19, 22] 他著者の論文プレプリント, [3, 4, 5, 7, 8] 等に関連した話がある.

2. グラフの具体的な可微分関数の Reeb グラフとしての実現.
今後グラフが基本的で重要な位相的対象となる. グラフについて基本的な用語の説
明等は省略する. 今回, 以下の問題を考える.

Problem 1. 与えられたグラフを Reeb 空間とした性質の良い滑らかな関数を構成
できるか ? ただし定義域の多様体を前もって詳細に指定するようなことはしな
い(次元を制限する等定義域多様体のクラス程度は制限する).

特に, 発表者が本質的に創始し既に多く結果を得ている, 以下の問題について紹
介する.

Problem 2. Problem 1 において, 正則値の逆像まで前もって指定して, 性質の良い
滑らかな可微分関数を構成できるか? ただしこちらも定義域の多様体を前もって
詳細に指定するようなことはしない.

これらの問題は, 基本的で自然で重要であるが, 一般には「具体的に(可微分)写
像を構成することの難しさ」というものがあり難しい. この研究に至るまでの研究
の歴史を紹介する.

� 特定の条件を満たすようなグラフと同型なグラフを Reeb グラフとするよう
な, 閉曲面上の滑らかな関数の構成([23]). なお Sharko は Problem 1 のような
問題の創始者である.

� 任意の有限でループを持たないグラフに対し,それと同型なグラフを Reebグ
ラフとするような, 閉曲面上の滑らかな関数を構成([13]).

� 適切な条件を満たすようなグラフについて, それと同型なグラフが Reebグラ
フとなるように, Morse 関数で正則値の逆像が単位球面の非交和と微分同相
になるようなものを構成([15]).

Figure 3 は, 右のグラフに対し, 左の方で表されているような滑らかな関数を得て
いることを表す. これはいわゆる種数 2 の向き付け可能な閉曲面上の関数を示す.
今後このような次元 2 の閉多様体(閉曲面)が多く出てくるが, いわゆる穴の数を表
す種数等基本的概念について, ある程度は既知とする. 一応書かせて頂くが, S2 は
種数が 0 でトーラスは種数が 1 である. この流れの中で, まず以下を得た.



Main Theorem 1 ([6]). G := (V,E) を有限で連結で辺 1 個以上を有するようなグ
ラフとする(V を頂点集合 E を辺集合とする). g : G → R を連続関数で各辺 e ∈ E
上で単射であるようなものとする. l を, E 上の非負の整数を値とするような関数
とする. このとき, ある 3 次元向き付け可能連結閉多様体 M とその上の滑らかな
関数 f : M → R があり以下を満たす.

1. Reeb グラフ Wf が定まり Wf と G は同型(以降適切な同一視を定めて考え
る).

2. a を辺 e の内部の点とすると, qf
−1(a) は種数 l(e) の向き付け可能な閉曲面.

3. p が特異点のとき qf (p) ∈ V , つまり qf (p) は Wf = G の頂点で, g(qf (p)) =
f(p).

4. qf (p) ∈ V が g の極値を与えないような頂点であり p が特異点のとき, f は p
の周りで Morse 関数となる.

5. qf (p) ∈ V が g の極値を与えるような頂点であり次数は 1 で, e ∋ v であるよ
うな辺 e ∈ E について l(e) = 0 とする. p が特異点のとき, f は p の周りで
Morse 関数となる.

6. p が直前の 2 パターンに当てはまらないような特異点のとき, f は p の周り
で Morse 関数とはならない. しかしこのような特異点の周りでの f につい
て, 有限個のもの以外の周りでは, Mose-Bott 関数として表せる.

証明の概略を述べる. グラフの頂点のまわりでの局所的な関数を構成し, 残りの
部分は射影を構成して最後に貼り合わせるという形で滑らかな関数を構成する. グ
ラフの頂点の周りでの構成のみ簡単に紹介する.
まず, 極値を与えないような頂点の周りでは, Morse 関数の特異点と多様体の

ハンドル が対応しているという古くからの有名な事実を利用する. ハンドルとは,
単位球体の直積で表される(いわゆる角のある)多様体と微分同相な多様体で, 滑ら
かでコンパクトな次元 m ≥ 1 の多様体は, 自然に m 次元のハンドルたちを微分同
相写像を用いて境界同士で貼り合わせていくことで得られることが知られている.
まず局所的に, Reeb 空間がその頂点 v とそれを含む辺全体の和集合として表され
る元のグラフの部分空間と同相で, 頂点の逆像のみ特異点を含んでいて(他の点の
逆像は含んでおらず), 像が閉区間で, 特異値が丁度 1 個でさらに像の内部にあるよ
うな Morse 関数を得る.
極値を与える頂点のまわりについても説明する. まず頂点 v の次数が 2 以上の

時から説明する. まず頂点を含むような辺全体の集合を空でない 2 つの集合に分割
する(空でない 2 つの集合ならば何でも良い). それぞれ値が特異値以下になるよう
な部分, 特異値以上になるような部分となるようにまず局所的に, Reeb 空間が 1 個
の頂点とそれを含む辺全体の和集合として表される元のグラフの部分空間と同相
で, 頂点の逆像のみ特異点を含んでいて他の点の逆像は特異点を含んでいないよう
な関数を得る. v が極値を与えない時のように, Morse 関数として構成できる. 丁度
1 個ある特異値のところで最大または最小となるように, 像を閉区間とみなしその
上の二次関数を使って平面に埋め込み, 最後に垂直方向への射影を合成する. 頂点
v の次数が 1 の時についても簡単に触れる. 頂点を含む辺での l の値が 0 のときは
単位球体 D3 の高さを考えて得られる Morse 関数, D3 上の x 7→ ±||x||2 + g(v) の形
で定義される関数を考えれば良い. l の値が正の整数であるときは少し説明が必要
である.
詳細は原論文や発表させて頂く予定のポスターに譲る.
さて, Main Theorem 1 に関連し, [21] で以下が得られている.



Theorem 2 ([21]). m > 1 を整数とする. G := (V,E) を有限で連結で辺 1 個以上を
有するようなグラフとする(V を頂点集合 E を辺集合とする). g : G → R を連続関
数で各辺 e ∈ E 上で単射であるようなものとする. l を, E 上の, 以下を満たすよう
な写像とする.

� l の値域は m − 1 次元の滑らかな連結閉多様体の微分同相型全体からなる集
合である.

� 各頂点 v ∈ V について, Lv をそこでの g の値が g(v) 以下であるような v を
含む辺全体の集合, Uv をそこでの g の値が g(v) 以上であるような v を含む
辺全体の集合とする. Lv の各辺 e について l(e) に属するような滑らかな多様
体をとりそれらの非交和 FL,v をとり, Uv で同様に多様体 FU,v をとる. この
ときこれらの非交和 FL,v ⊔ FU,v を境界とするような m 次元の滑らかで連結
なコンパクト多様体がある.

このとき, ある m 次元連結閉多様体 M とその上の滑らかな関数 f : M → R が
あり以下を満たす.

1. Reeb グラフ Wf が定まり Wf と G は同型(以降適切な同一視を定めて考え
る).

2. a を辺 e の内部の点とすると, qf
−1(a) は l(e) に属する多様体と微分同相.

3. p が特異点のとき qf (p) ∈ V , つまり qf (p) は Wf = G の頂点で, g(qf (p)) =
f(p).

Remark 1. Theorem 2 について, 詳細は省略するが, m − 1 次元の滑らかな連結閉
多様体の微分同相型, それらの非交和を境界とするような滑らかで連結なコンパク
ト多様体について, 向きを込め考えた場合, M として向きが入ったものを得ること
ができる.

この結果は, 次元や逆像に出てくる多様体についてかなり一般的な状況を扱っ
ている. 一方, 特異点がいかなる型のものか等については触れられていない. 滑らか
であるが実解析的でない関数を用いてとにかく関数を構成するという形で結果が
得られる. 次に, 今回扱っている研究とは独立に既に知られていた結果を紹介する.
レンズ空間は 3 次元向き付け可能連結閉多様体の中でも, ある意味で球面や球面の
直積の次に単純で, 基本的で重要なものである.

Theorem 3 ([20]). 3 次元向き付け可能連結閉多様体 M が, Morse 関数で Main
Theorem 1 において l の値が 0 か 1 である場合のものを有するとき, M は 3 次元
単位球面 S3, S2 × S1 やレンズ空間またはそれの連結和として表される多様体と微
分同相となる. 逆にそのような多様体 M にはそのような Morse 関数がある.

最近得られたもうひとつの結果も. Main Theorem として紹介しておく.

Main Theorem 2 ([10]). G := (V,E) を有限で連結で辺 1 個以上を有するような
グラフとする(V を頂点集合 E を辺集合とする). g : G → R を連続関数で各辺
e ∈ E 上で単射であるようなものとする. l を, E 上の, 以下を満たすような写像と
する.

� l の値域は 3 次元の滑らかで向き付け可能な連結閉多様体の微分同相型全体
からなる集合である.

� v ∈ V を g(v) が極値となるような頂点とする. このとき v の次数は 1 で,
e ∋ v である辺 e ∈ E について l(e) は S3 の微分同相型.



このとき, 4 次元の連結な向き付け可能閉多様体 M とその上の Morse 関数
f : M → R があり以下を満たす.

1. Reeb グラフ Wf が定まり Wf と G は同型(以降適切な同一視を定めて考え
る).

2. a を辺 e の内部の点とすると, qf
−1(a) は l(e) に属するような多様体と微分同

相.

3. p が特異点のとき qf (p) ∈ V , つまり qf (p) は Wf = G の頂点で, g(qf (p)) =
f(p).

証明には, 先述の Morse 関数の特異点とハンドルに関する理論, そして 3 次元
多様体に固有の有名な理論を用いる(プレプリントはもう少し一般的な状況で議論
している).

3. 補足.
今後の問題を挙げておく.

Problem 3. Main Theorem 1, Main Theorem 2 を, 特異点ができる限り具体的に分
かるような関数のクラスを考えるようにしてどこまで良くしていけるか ?

最近, [9], [11] で, 正則値の逆像が向き付け可能とは限らない閉曲面であるよう
な場合のある意味である程度満足のいく結果を紹介させて頂いている. これらのプ
レプリントは随時修正中である.

Problem 4. Theorem 3 のような, 特定の多様体の族を特徴づけるような結果は得ら
れるか.

Theorem 3 の [20] は, 正則値の逆像の連結成分が常に位相的には球面であるも
のの単位球面と微分同相とは限らないような Morse 関数と, その定義域の多様体
に関する論文でもある(というよりそのような関数の話がメインである). この状況
ではある程度完全な結果は得られているといえる. 他の状況については, 例えば現
時点では, Main Theorem 1, Main Theorem 2 の状況で Morse 関数のみ考えて, さら
に, 向き付け可能な正則値の逆像の連結成分を球面かトーラスに制限し, 向き付け
不可能な正則値の逆像の連結成分を種数が 1 か 2 であるようなもの, つまり実射
影曲面か Klein bottle に制限する等をしないと難しいと思われる. 閉曲面は種数が
上がるといろいろ複雑になる. 一般の閉多様体が出てくると遥かに難しい.
最後に, 現時点で案の段階で公表はできないという程度の進捗である, 以下を挙

げる.

Problem 5. グラフを与え, 値域が R で Reeb グラフがそれと同型であるような,
性質の良い滑らかな写像の構成を考えてきた. では, 次元 n ≥ 1 の多面体(CW 複
体)を与え, 値域を Rn として, 同様の問題を考え解けるか?

最後に, Reeb グラフや Reeb 空間は, 応用としてデータ解析や可視化等でも重
要な道具であることにも触れておく. 尤も著者は, 関連したことについては現在学
習, 調査中の身である. 一つ, 今回扱った問題は, 空間内にデータセットがあるとき,
射影するときにもとのデータを尊重するようにいくつか逆像を適合させ, さらに滑
らかな多様体や関数や写像を適合させるときに活用できるかもしれないと浅学な
がら夢見ている. データセットに多様体(主に曲面)を適合させる, いわゆる多様体
学習等の世界に新たな布石となれば大変うれしく思う. Figure 4 は, 多様体学習に
関し解説したある有名な HP の画像である.



Figure 4: 多 様 体 学 習 で 2 次 元 の 曲 面 を 適 合 さ せ よ う と し て
い る も の, い わ ゆ る Swiss-roll と 呼 ば れ る 有 名 な デ ー タ セ ッ
ト(”https://blog.albert2005.co.jp/2014/12/11/高 次 元 デ ー タ の 可 視 化 の 手 法
をswiss-rollを例に見てみよ/” より).
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fonction numérique, Comptes Rendus Hebdomadaires des Séances de I´Académie des
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