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概要
多重ゼータ値および多重ゼータスター値は, どちらも順序付きの正整数の組に対して収束多重
級数で定義される実数である. 多重ゼータ値または多重ゼータスター値全体が有理数体上で生成
する代数の構造解明は重要な課題であり, 多重ゼータ値や多重ゼータスター値の間に成り立つ関
係式族の究明が急がれている. 双方で成り立つ類似の関係式族のひとつとして, 変数たちを巡回
させた和（巡回和）に関する公式が知られており, 今回, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値を補
間する多重級数を導入し, その級数についても巡回和公式を得たので報告する.

1 導入
順序付きの正整数の組 (k1, . . . , kr) をインデックス, 特に kr > 1 であるものを収束インデックス

と呼ぶことにする. 収束インデックス (k1, . . . , kr) に対して, 多重ゼータ値および多重ゼータスター
値を以下の収束多重級数でそれぞれ定義する:

• ζ(k1, . . . , kr) :=
∑

1≤m1<···<mr

1

mk1
1 · · ·mkr

r

(∈ R).

• ζ⋆(k1, . . . , kr) :=
∑

1≤m1≤···≤mr

1

mk1
1 · · ·mkr

r

(∈ R).

どちらの級数も kr > 1 で絶対収束し, kr = 1 では発散するので, 収束インデックスに限定してい
る. 併せてインデックスの重さを k1 + · · · + kr, 深さを r とする. 特に深さ 1 の多重ゼータ（ス
ター）値は, Riemannゼータ関数の正整数点における特殊値（Riemannゼータ値）である. この観
点では Riemann ゼータ値の多重化が多重ゼータ（スター）値であるともみなせる. 多重ゼータ値に
関する研究は, 18 世紀の C. Goldbach や L. Euler らによって始まり, Euler の論文 [4] において,

ζ(2, 1) = ζ(3) をはじめとした, 二重ゼータ値（深さ 2の多重ゼータ値）についての関係式が証明さ
れている. のちに M. Hoffman や D. Zagier によって, 一般の深さの多重ゼータ値および多重ゼータ
スター値が研究され, 有理数体 Q 上で多重ゼータ（スター）値の間に成り立つ多くの線形関係式の存
在が確認された. さらに, 多重ゼータ（スター）値全体が Q 上で生成する代数について, 結び目不変
量や基本群の Galois表現などとの密接な関わりが指摘されている. そのため, 多重ゼータ（スター）
値がなす代数の構造解明は重要な課題であり, 多重ゼータ（スター）値の間に成り立つ関係式族の究
明が急がれている. なお, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値はすべて無理数であろうという予想の



もとで研究されており, その無理数性は特殊なインデックスを除いて未解決である.

本稿では, まず多重ゼータ（スター）値に関する次元予想を述べ, 次に多重ゼータ値と多重ゼータ
スター値の双方で成り立つ類似の関係式族として, 和公式 ([6], [18])と巡回和公式 ([8], [13]) を紹介
する. 最後に, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値を補間する級数（ハイブリッド多重ゼータ値と呼
ぶことにする）を導入し, ハイブリッド多重ゼータ値について得られた巡回和公式を報告する.

2 多重ゼータ値と多重ゼータスター値
多重ゼータ値と多重ゼータスター値の間のよく知られた性質として, 互いを他方の線形和で表せる

ことが挙げられる. 記述方法は, 多重ゼータスター値の級数におけるランニングインデックス間の不
等号「≤」について, 「<」と「=」に場合分けをすることで多重ゼータ値の線形和を得る. 逆につい
ても同様である:

ζ⋆(k1, k2) =
∑

1≤m1≤m2

1

m1
k1m2

k2

=
∑

1≤m1<m2

1

m1
k1m2

k2
+

∑
1≤m1=m2

1

m1
k1m2

k2

= ζ(k1, k2) + ζ(k1 + k2).

また, 多重ゼータ（スター）値どうしについても多くの Q-線形関係式が存在し, Zagier によって次の
予想が提唱された:

予想 2.1 (多重ゼータ（スター）値に関する次元予想, Zagier[17]). Zk を重さ k の多重ゼータ値が
張る Q-ベクトル空間として, 数列 {dk}k≥0 を漸化式 dk = dk−2 + dk−3, d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1 で
定める. このとき, 任意の整数 k ≥ 2 に対して,

dimQZk
?
= dk.

k 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 · · ·
dk 1 0 1 1 1 2 2 3 4 5 7 9 · · ·

2k−2 – – 1 2 4 8 16 32 64 128 256 512 · · ·

上の表には予想次元 dk と重さ k のインデックスの個数 2k−2 が記載されており, 次元 dk と見
かけの多重ゼータ値の個数を比較することで, 多重ゼータ値の間には多くの Q-線形関係式が存在す
ることがわかる. また, 多重ゼータ値は多重ゼータスター値の線形和として表せることから, 重さ
k の多重ゼータスター値が張る Q-ベクトル空間と Zk は一致する. そのため, この予想は多重ゼー
タスター値に関する次元予想でもある. 実は, 数列 dk は dimQZk の上界であることが寺杣および
Deligne–Goncharovによって独立に証明されている.

定理 2.2 (Goncharov[5], 寺杣 [15], Deligne-Goncharov[3]).

dimQZk ≤ dk.

しかしながら, 重さが奇数であるような多重ゼータ（スター）値については, ζ(3) を除いて, 無理
数であるかどうかすらわかっていない. そのため, 寄稿時点では Z2,Z3,Z4 の次元しか確定できてお



らず, 多重ゼータ（スター）値の研究において, 次元予想の解明は重要課題となっている. また, 多重
ゼータ（スター）値どうしの積は多重ゼータ（スター）値の線形和に書き直せることが知られており,

Q-ベクトル空間 Z = Q+
∑

k≥2 Zk は通常積のもとで Q-代数となる. 一般に Zk · Zl ⊂ Zk+l が成
り立つ. 多重ゼータ（スター）値の代数 Zk の構造について本稿では述べないが, 興味がある方は [1]

や [2]などを参照されたい.

ここからは, 多重ゼータ値と多重ゼータスター値の双方で成り立つ類似の関係式を紹介していく.

定理 2.3 (多重ゼータ値の和公式, Granville[6], Zagier[18]). 正整数 k, r (k > r) に対して, 次が成
り立つ: ∑

k1,...,kr−1≥1,kr≥2
k1+···+kr=k

ζ(k1, . . . , kr) = ζ(k).

定理 2.4 (多重ゼータスター値の和公式 cf. Hoffman[7]). 正整数 k, r (k > r) に対して, 次が成り
立つ: ∑

k1,...,kr−1≥1,kr≥2
k1+···+kr=k

ζ⋆(k1, . . . , kr) =

(
k − 1

r − 1

)
ζ(k).

定理 1.3および定理 1.4の左辺は, 重さ k かつ 深さ r のインデックスをもつすべての多重ゼータ
（スター）値の和であり, それが Riemann ゼータ値 ζ(k)（あるいはその整数倍）に等しいという関
係式である. どちらの和公式も Hoffman の論文 [7] において言及され, 多重ゼータ値の和公式につい
ては A. Granville と Zagier によって独立に証明された. 多重ゼータ値と多重ゼータスター値は互い
を線形和で表せることを認めれば, ふたつの和公式は関係式族として同値であることが知られている.

次に和公式を細分する関係式である巡回和公式を紹介する.

定理 2.5 (巡回和公式, Hoffman–大野 [8]). 2 以上である整数を少なくともひとつもつようなイン
デックス (k1, . . . , kr) に対して, 次が成り立つ:

r∑
j=1

kj−1∑
l=1

ζ(kj−l, kj+1, . . . , kr, k1, . . . , kj−1, l+1) =

r∑
j=1

ζ(kj+1, . . . , kr, k1, . . . , kj−1, kj+1). (2.1)

定理 2.6 (多重ゼータスター値の巡回和公式, 大野–若林 [13]). 2以上である整数を少なくともひとつ
もつようなインデックス (k1, . . . , kr) に対して, 次が成り立つ:

r∑
j=1

kj−1∑
l=1

ζ⋆(kj − l, kj+1, . . . , kr, k1, . . . , kj−1, l + 1) = kζ(k + 1).

ここで, k = k1 + · · ·+ kr である. また, 左辺内側の和について, kj = 1 のときは 0 とする.

現れるインデックスはすべて収束インデックスであり, インデックスの各整数を巡回させたような
多重ゼータ値たちの和を考えている. ここで, 式 (2.1)の右辺に現れる多重ゼータ値の深さは左辺と
比べて 1小さいことに注意すると, 重さと深さを固定した多重ゼータ値の和に対して繰り返し巡回和
公式を適用することで, その和が Riemann ゼータ値に等しいという和公式（定理 2.3）を導出でき
る. この意味で巡回和公式は和公式を細分する関係式族である. また, ふたつの巡回和公式は関係式



族として同値であることが, 井原–梶川–大野–奥田 [9], ならびに田中–若林 [14]によって異なる手法で
証明されている.

例 2.7. インデックス (1, 2, 3) に対する多重ゼータ値および多重ゼータスター値の巡回和公式はそれ
ぞれ以下のようになる:

ζ(2, 1, 2, 2) + ζ(1, 1, 2, 3) + ζ(1, 3, 1, 2) = ζ(2, 3, 2) + ζ(3, 1, 3) + ζ(1, 2, 4). (2.2)

ζ⋆(2, 1, 2, 2) + ζ⋆(1, 1, 2, 3) + ζ⋆(1, 3, 1, 2) = 6ζ(7). (2.3)

3 主結果
本節では, ランニングインデックス間の不等号に「<」と「≤」を混在させた, 多重ゼータ値と多重
ゼータスター値を補間する級数について得られた結果を紹介する.

定義 3.1 (cf. 川島 [10]). 正整数の組 µ = (µ1, . . . , µs) ∈ (Z≥1)
s, ki = (ki,1, . . . , ki,µi

) ∈ (Z≥1)
µi

(ks は収束インデックス) に対して,

ζµ(k1; . . . ;ks) :=
∑

1≤m1,1<···<m1,µ1
m1,µ1

≤m2,1<···<m2,µ2

...
ms−1,µs−1

≤ms,1<···<ms,µs

s∏
i=1

1

mi,1
ki,1 · · ·mi,µi

ki,µi

(∈ R).

本稿では, ζµ(k1; . . . ;ks) をハイブリッド多重ゼータ値と呼ぶことにする. 多重ゼータ（スター）
値と同様に ks が収束インデックス, すなわち ks,µs > 1 ならば絶対収束しており, このことはハイブ
リッド多重ゼータ値も多重ゼータ（スター）値の線形和で記述できることから容易に確認される. ハ
イブリッド多重ゼータ値の定義において, 各 µi は「≤」から次の「≤」までの間にあるランニングイ
ンデックスの個数を表しており, 「,」と「;」はそれぞれ「<」と「≤」に対応している. ハイブリッ
ド多重ゼータ値が多重ゼータ値と多重ゼータスター値を補間することは, 特殊な場合として,

ζ(s)(k1,1, . . . , k1,s) = ζ(k1,1, . . . , k1,s), ζ(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

)(k1,1; . . . ; ks,1) = ζ⋆(k1,1, . . . , ks,1)

であることからわかる. なお，ハイブリッド多重ゼータ値以外にも, 多重ゼータ値と多重ゼータス
ター値を補間する対象として, 山本による t-多重ゼータ値 ([16]) や, 中筋–Phuksuwan–山崎による
Schur 多重ゼータ値 ([12]) などが知られている.

記述を簡略化するため, ζµ(k1; . . . ;ks)を単に ζ(k1; . . . ;ks) と表すことにして, 主定理を以下に述
べる:

定理 3.2. (i) µ = (µ1, . . . , µs) ∈ (Z≥1)
s, ki ∈ (Z≥1)

µi , 2以上であるような整数を少なくともひと



つもつようなインデックス (k1; . . . ;ks) に対して, 次が成り立つ:

s∑
i=1

µi∑
j=1

ki,j−1∑
l=1

ζ(ki,j − l,ki(j+1); . . . ;ks,k1; . . . ;ki
(j−1), l + 1)

= ζ(k1; . . . ;ks−1;ks
(s−1), ks,µs + 1) +

s∑
i=1

µi−1∑
j=1

ζ(ki(j+1); . . . ;ks,k1; . . . ;ki
(j−1), ki,j + 1).

(3.1)

(ii) µ = (µ1, . . . , µs) ∈ (Z≥1)
s, ki ∈ (Z≥1)

µi , 2以上であるような整数を少なくともひとつもつよう
なインデックス (k1; . . . ;ks) に対して, 次が成り立つ:

s∑
i=1

µi∑
j=1

ki,j−1∑
l=1

ζ(ki,j − l,ki(j+1); . . . ;ks;k1; . . . ;ki
(j−1), l + 1)

= δµkζ(k + 1) +

s∑
i=1

µi−1∑
j=1

ζ(ki(j+1); . . . ;ks;k1; . . . ;ki
(j−1), ki,j + 1). (3.2)

ここで, ki
(j) = (ki,1, . . . , ki,j), ki(j) = (ki,j , . . . , ki,µi), δµ =

1 µ = (1, . . . , 1)

0 µ ̸= (1, . . . , 1)
, k =

∑
i,j

ki,j で

ある. また, 両辺において空和は 0 とする.

式 (3.1)と (3.2)では, それぞれの ks と k1 の間が「,」と「;」で異なっている. すなわち, それぞ
れの式でランニングインデックス ms,µs と m1,1 の間の不等号が「<」あるいは「≤」であるハイブ
リッド多重ゼータ値を考えており, 双方で巡回和公式が成り立つという主張である. 注意として, イン
デックスの「ki,j ,」あるいは「ki,j ;」というかたまりを巡回させており, 右端のインデックスを (i)で
は「ks,µs

,」, (ii)では「ks,µs
;」とみなしている.

注意 3.3. 定理 3.2(i)と (ii)は関係式族として同値である. また, それぞれが関係式族として定理 2.5

（および定理 2.6）と同値である. 特に µ = (r) とすれば式 (3.1)は定理 2.5に一致し, µ = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
r

)

とすれば式 (3.2)は定理 2.6に一致する.

例 3.4. µ = (3), k1 = (1, 2, 3) とすると, 式 (3.1)は例 2.7の式 (2.2)に一致する. 一方, 式 (3.2)は
次の等式が得られる:

ζ(2; 1, 2, 2) + ζ(1; 1, 2, 3) + ζ(1, 3; 1, 2) = ζ(2, 3; 2) + ζ(3; 1, 3).

例 3.5. µ = (1, 1, 1), (k1;k2;k3) = (1; 2; 3) とすると, 式 (3.2)において δµ = 1 であり, 右辺の二
重和は空和となるので例 2.7の式 (2.3)に一致する. 一方, 式 (3.1)からは次の等式が得られる:

ζ(2, 1; 2; 2) + ζ(1, 1; 2; 3) + ζ(1; 3, 1; 2) = ζ(1; 2; 4).

例 3.6. µ = (2, 1), (k1;k2) = (1, 2; 3) とすると, 式 (3.1)から次の等式が得られる:

ζ(2, 1, 2; 2) + ζ(1, 1, 2; 3) + ζ(1; 3, 1, 2) = ζ(1, 2; 4) + ζ(2; 3, 2).



一方, 式 (3.2)からは次の等式が得られる:

ζ(2; 1, 2; 2) + ζ(1; 1, 2; 3) + ζ(1; 3; 1, 2) = ζ(2; 3; 2).

注意 3.7. 定理 3.2の証明は, Hoffman–大野 [8] による定理 1.5の証明と, 大野–若林 [13] による定理
1.6の証明を, ハイブリッド多重ゼータ値の議論に拡張することによる. 詳しい証明は [11]を参照さ
れたい.
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