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概要
計算量クラス TFNPは，解の存在が保証された計算量クラスである．TFNPの難しさを議論す
るとき，数学における存在定理（鳩の巣原理，握手補題，不動点定理など）が活用される．Nash

均衡と Brouwerの不動点が一致するという事実から，不動点計算問題の難しさは社会科学・計算
機科学の双方から注目されている．本発表では，講演者の結果を交えつつ，不動点定理と計算量
理論の関係を紹介する．

1 はじめに
アルゴリズム（algorithm）とは，計算問題を解く手法をひとつひとつ示したものである．多くの
場合，アルゴリズムの効率性は，『P vs. NP問題』の文脈で議論される．これは，ミレニアム懸賞問
題のひとつであり，数学・理論計算機科学双方の分野における最重要未解決問題である．
計算量理論とは，計算問題の難しさを定量的に評価し，効率的なアルゴリズムの有無を明確にする
研究分野である．計算問題には，大きく分けてふたつの形式がある．ひとつは，Yes/Noで答えるこ
とが可能な判定問題である．もうひとつは， 具体的な解を出力する探索問題である．以下に具体例
を示す：

判定問題 自然数 N は素数であるか？
探索問題 自然数 N を割り切る素数 pは何か？

前者の問題は，Yes/Noで答えることができる；自然数N が素数であるか否かは，一意に定まる．一
方で，後者の問題を Yes/Noで答えることは不適切である．具体的な自然数（より正確には素数）を
提示する必要がある．
計算量クラス Pと NPは，判定問題に関するクラスである．Papadimitriou [20]は，『P vs. NP問
題』を探索問題の文脈で，等価な『FP vs. FNP問題』へと拡張した．
探索問題は，『与えられた入力に対する適切な解を見つける問題』として定式化される計算問題で
ある．本稿では，以下のふたつの条件を満たす探索問題を扱う：

1. 解のサイズは，入力長の多項式サイズである；
2. 解の妥当性は，多項式時間で判定できる．

上記のふたつの条件を満たす探索問題を多項式時間限定探索問題と呼ぶ．本稿では，多項式時間限定
探索問題しか扱わないため，これらを単に探索問題と呼ぶことにする．計算量クラス FNPは，探索問



題全体のクラスである．探索問題が完備性（totality）を持つとは，次の条件を満たすときをいう：

• 任意の入力に対して，少なくともひとつの解が存在する．

完備性を満たす探索問題のことを完備探索問題と呼ぶ．計算量クラス TFNPは，完備探索問題全体の
クラスである．
探索問題の計算量理論では，一般的に TFNPの部分クラスの複雑さに焦点をあてる．Papadimitriou

[20]は，完備性の証明方法に基づき，探索問題をいくつかのクラスへ分類した．代表的な計算量クラ
スは，PPAD, PPA, PPPなどである（詳細については，[15]を参照すること）．
多くの場合，探索問題の計算量理論の研究動機は，応用的な側面 — 実社会に現れる計算問題の
解決 — から来ることが多い．局所最適解を求める問題 [17] や，経済モデルの均衡点を求める問
題 [7, 25]，公平な配分・割り当てを求める問題 [14, 18, 22]などである．これらの問題は，いずれも
解の妥当性検証が容易であり，常に解を有するような問題である．一方で，効率的な計算手法が確立
されていない問題となる．
本稿の目的は，不動点定理と計算量理論の関係を紹介することにある．特に，『不動点定理によっ
て存在が保証された不動点を計算する問題（不動点計算問題）』の難しさに関する一連の研究の流れ
を紹介する．

2 探索問題の計算量理論
2.1 準備
ここでは，本稿で使用する記号や用語を導入する．なお，計算量理論に関する基本的な事項は，標
準的な教科書を参照されたい（たとえば，[1, 21, 23]など）．
本稿では，自然数は 0 を含まないものとし，自然数全体の集合を N で表す．さらに，非負整数
全体の集合を Z≥0 で表し，非負実数全体の集合を R≥0 で表す．また，実数全体の集合を R でか
く．自然数 n に対して，[n] = {1, 2, . . . , n} と定める．ふたつの相異なる実数 a < b に対して，
[a, b] = {x ∈ R ; a ≤ x ≤ b}とする．
有限集合 Σを『文字』の集合とする．直感的には，計算機で扱うことが可能な『文字』の集まり
と捉えればよい．一般性を失うことなく，Σ = {0, 1}を仮定してよい（証明は，標準的な計算理論の
教科書を参照すること）．文字列とは，『文字』の有限列である．つまり，任意の文字列 sに対して，
適切な自然数 nが存在して，s = s1s2 · · · sn と書くことができる；ここで，si ∈ Σ ∀i ∈ [n]．このと
き，nを文字列 sの長さ（あるいは，文字列長）と呼ぶ．文字列 sの長さを |s|で表す．自然数 nに
対して，Σn で，長さ nの文字列全体の集合を表す．さらに，Σ∗ で，文字列全体の集合を表す．

2.2 探索問題とは？
関係 R ⊆ Σ∗ × Σ∗ が，|y| ≤ poly(|x|) ∀(x, y) ∈ Rを満たすとき，多項式バランスをもつという．
また，R が多項式時間検証可能であるとは，(x, y) ∈ R を多項式時間で判定できるときをいう．関
係 Rが完備であるとは，すべての入力 x ∈ Σ∗ に対して，少なくともひとつの解 y ∈ Σ∗ such that



(x, y) ∈ Rが存在するときをいう．以下，本稿では，多項式バランスかつ多項式時間検証可能な関係
R ⊆ Σ∗ × Σ∗ のみを考える．
いま，R,S を探索問題とする．探索問題 Rから S への多項式時間帰着 R ≤P S は，ふたつの多項
式時間計算可能函数 f, g で次のように定められる：Rの各入力 IR に対して，f(IR)は S の入力であ
る；さらに，f(IR)に対応する適切な解 y について，g(y, IR)は，IR に対する適切な解である．
計算量クラス C に対して，探索問題 Rが C 困難であるとは，C に属するすべての探索問題 S から，

R への多項式時間帰着が存在するときをいう．さらに，C 困難である探索問題 R が，計算量クラス
C に属するとき，Rは C 完全であるという．
関係 R ⊆ Σ∗ × Σ∗ に関する探索問題を次のように定める：

定義 2.1 (Papadimitriou [20]). Given a string x ∈ Σ∗, find a string y ∈ Σ∗ such that (x, y) ∈ R

if such a y exists, and return the string “no” otherwise.

計算量クラス FNPは，多項式時間検証可能かつ多項式バランスをもつ関係 R ⊆ Σ∗ × Σ∗ に関する
探索問題で構成されるクラスである．計算量クラス TFNPは，完備な関係 Rで構成される計算量クラ
ス FNPの部分クラスである．計算量クラス FP は，多項式時間で探索問題を解くことが可能な計算量
クラスである．定義から明らかに次の関係が成り立つ．

命題 2.2. FP ⊆ TFNP ⊆ FNP.

これらの包含関係が，真であるか，等号が成立するか，は重要な未解決問題である．特に，FP ?
= FNP

は，ミレニアム懸賞問題のひとつである P
?
= NPと等価な問いである．

定理 2.3 (Megiddo and Papadimitriou [19]). FP = FNP if and only if P = NP.

3 不動点定理と計算量理論
本章では，連続探索問題の複雑さを扱う．つまり，実数値函数が入力として与えられ，望みの実数
値解を出力する問題である．この問題を定式化するため，算術回路 (Arithmetic Circuit) を導入す
る．本稿における算術回路の定義は，Daskalakis and Papadimitriou [8]と同じである．

3.1 Arithmetic Circuit

函数 f : [0, 1]n → [0, 1]m を計算する算術回路は，変数でラベル付された n 個の入力ゲート，
有理数でラベル付された幾つかの入力ゲートと，m 個の出力ゲートを持つ非巡回有効グラフで
ある．全ての内部ノードは，二部ゲートであり，次の演算のいずれかでラベル付されている：
{+,−, ∗,max,min, >}；ここで，演算 >は，入力 (x, y) ∈ R× Rに対して，x > y のとき 1を出力
し，それ以外は 0を出力する．
算術回路の入力と出力は，[0, 1] 区間上に制限する．出力が負値をとるとき，算術回路の出力を 0

で再定義する．一方で，出力が 1を超えるとき，算術回路の出力を 1で再定義する．算術回路 C の



サイズ*1を size(C)でかく．
上記の算術回路の定義は，[8]に基づく．しかし，これには若干の問題が含まれている．それは，算
術回路が多項式時間で計算できない可能性である．それどころか，多項式時間階層に含まれているか
すら定かではない．
計算量クラス FNPに属する探索問題を考えるためには，算術回路に幾つかの制約を課す必要があ
る．Daskalakis and Papadimitriou [9]は，この問題を解決する訂正手法を提案した．本稿では，彼
らによる制約ではなく，Fearnley et al. [12] によって提案された手法を用いる．彼らの定式化は，
Daskalakis and Papadimitriou [9]による定式化と等価であるだけでなく，幾つかのアドバンテージ
を有している．
算術回路 C が，well-behavedであるとは，次の条件を満たすときをいう：

• 出力に到達するすべての有向パスは，高々 log(size(C))個の真乗算ゲート（true multiplica-

tion gate）を含む；

ここで，真乗算ゲートは，ふたつの入力が共に定数ノードでない乗算ゲートのことである．Fearnley

et al. [12]は，連続探索問題の入力を well-behaved arithmetic circuitに制限することで，計算量ク
ラス FNPに属する計算問題を定式化した．前述したとおり，Daskalakis and Papadimitriou [9]によ
る定式化に比べて，well-behaved arithmetic circuitを用いた定式化は，次のふたつのアドバンテー
ジを有する：

1. 余分な入力・出力を追加する必要がない；
2. 与えられた算術回路が，well-behavedであるかどうかは容易に検証できる．

3.2 不動点計算問題の難しさ
算術回路を用いた計算問題で最も興味深い問題は，不動点計算問題—不動点定理で存在が保証され
た不動点を求める問題—である．基本的に，不動点計算問題は，遷移函数 f : [0, 1]3 → [0, 1]3を計算
する算術回路と近似パラメータ ε > 0を入力として受け取り，x ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)−x∥∞ ≤ ε

を出力する問題として定式化される．ただし，完備性を満たすために幾つかの『違反』も会として認
めている．たとえば，定義 3.1で紹介する計算問題 Brower では，連続性に反する点を回として認
めている．
本章では，不動点計算問題の難しさに関する研究の流れを紹介する．

Brouwerの不動点定理
最も有名な不動点計算問題は，Brouwerの不動点計算問題である．これは，Brouwerの不動点定
理 [4]によって存在が保証された不動点を実際に計算する問題である．形式的には次のように定式化
される：

*1 サイズとは，算術回路 C を表現するために必要なビット長を意味する．このビット長には，C で使用される定数を表
現するためのビットも含まれる．



定義 3.1. Brower

Input:

• two parameters ε, λ > 0;

• an arithmetic well-behaved arithmetic circuit computing f : [0, 1]3 → [0, 1]3.

Task: Find one of the following:

• a point x ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− x∥∞ ≤ ε;

• two points x, y ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− f(y)∥∞ > λ∥x− y∥∞.

ここで，函数の連続性は Lipschitz 連続を用いて保証している．これは完備性を満たすために要求
している条件である．Brouwer の不動点定理の主張と，解が満たすべき条件を比較すると計算問題
Brouwer が完備探索問題であることが分かる．
Papadimitriou [20]は，計算問題 Brouwer が PPAD完全問題であることを示した．この計算問
題は 1次元では，容易に — 多項式時間で — 解くことができるが，2次元では PPAD完全問題とな
る [6]．
Brouwer の不動点定理の難しさは，様々な問題の PPAD 完全性の証明に応用されている．たとえ
ば，Nash均衡計算問題の難しさが PPAD完全であることは，Brouwerの PPAD完全性に基づいて証
明されている [6, 20]．

Banachの不動点定理（縮小写像の不動点定理）
続いて，Banach の不動点定理 [2] に関連する計算問題の難しさを紹介する．計算問題 Banach

は，計算問題 Brouwer において，パラメータ（Lipschitz定数）λが，0 < λ < 1を満たすことを
要求した計算問題である．形式的な定義は下記のとおり：

定義 3.2. Banach

Input:

• a parameter ε >;

• a parameter 0 < λ > 1;

• an arithmetic well-behaved arithmetic circuit computing f : [0, 1]3 → [0, 1]3.

Task: Find one of the following:

• a point x ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− x∥∞ ≤ ε;

• two points x, y ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− f(y)∥∞ > λ∥x− y∥∞.

Daskalakis and Papadimitriou [8] は，計算問題 Banach が計算量クラス PPAD ∩ PLS に属する
ことを示した．しかし，この計算問題が完全問題であるかどうかは未解決である．より正確には，
ℓp-normについて，計算問題 Banach が PPAD ∩ PLS困難であるか，が未解決である [12]．前述で，



ℓp-normを持ち出したことには訳がある．計算問題 Banach の入力において，距離を計算する算術
回路を付加することで，この問題は PPAD ∩ PLS完全問題となる [10, 13]．

Caristiの不動点定理
Caristiの不動点定理 [5]は，Banachの不動点定理の一般化として知られている．

定義 3.3. Caristi

Input:

• three parameters ε, η, λ > 0;

• two arithmetic well-behaved arithmetic circuits computing f : [0, 1]3 → [0, 1]3 and

φ : [0, 1]3 → [0, 1].

Task: Find one of the following:

• a point x ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− x∥∞ ≤ ε;

• a point x ∈ [0, 1]3 such that η∥x− f(x)∥∞ > φ(x)− φ(f(x));

• two points x, y ∈ [0, 1]3 such that |φ(x)− φ(y)| > λ∥x− y∥∞.

計算問題 Caristi では，遷移函数 f : [0, 1]3 → [0, 1]3 に加えて，ポテンシャル函数 φ : [0, 1]3 →
[0, 1]も入力として受け取る．また，遷移函数 f が Lipschitz連続であることは，要求していない．一
方で，ポテンシャル函数 φが Lipschitz連続であることを要求する．Caristiの不動点定理 [5]から，
上記の問題は完備探索問題である*2．
Ishizuka [16]は，計算問題 Caristi が PLS完全問題であることを示した．計算量クラス PLSは，
局所探索アルゴリズムで解くことが可能な計算問題全体の集合であり，Johnson et al. [17] によっ
て導入された．[16] で示されるまで，不動点定理よる計算量クラス PLS の特徴付けは知られていな
かった．

Brøndstedの不動点定理
Brøndsted の不動点定理 [3]は，Caristi の不動点定理の類似であり，同様に Banachの不動点定
理の一般化である．Caristi の不動点定理では，ポテンシャル函数が Lipschitz 連続であることを要
求した．Brøndstedの不動点定理では，ポテンシャル函数が連続であることは要求しない．一方で，
遷移函数は連続であることを要求する．形式的には，次のように定式化する：

*2 厳密には， Caristiの不動点定理のオリジナルの主張 [5]では，ポテンシャル函数が下半連続であればよい．Brouwer

の不動点定理同様に，入力が要求に反していることを多項式時間で検証できることを保証するために，Lipschitz 連続
であることを要求している



定義 3.4. Brøndsted

Input:

• two parameter ε, η, λ > 0;

• two arithmetic well-behaved arithmetics circuit computing f : [0, 1]3 → [0, 1]3 and

φ : [0, 1]3 → [0, 1].

Task: Find one of the following:

• a point x ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− x∥∞ ≤ ε;

• a point x ∈ [0, 1]3 such that η∥x− f(x)∥∞ > φ(x)− φ(f(x));

• two points x, y ∈ [0, 1]3 such that ∥f(x)− f(y)∥∞ > λ∥x− y∥∞.

定義から明らかに，計算問題 Brøndsted は計算量クラス PPADに属する．なぜなら，計算問題
Brøndsted は，計算問題 Brouwer を用いて解くことができる．また，PPAD ∩ PLS困難問題であ
ることも知られている [16]．しかし，どちらのクラスの完全問題となるかは未解決問題である．

Tarskiの不動点定理
最後に Tarskiの不動点定理 [24]に関する計算問題の難しさを紹介する．Tarskiの不動点定理も，
前述の Caristiの不動点定理や Brøndstedの不動点定理と同様に，順序集合上の不動点定理である．
これまで，算術回路に基づく不動点定理が続いたが，Tarskiの不動点定理は，通常の Boolean回路
に基づく定義ができる．形式的には，次のように定める：

定義 3.5. Tarski

Input:

• a Boolean circuit computing f : [N ]d → [N ]d.

Task: Find one of the following:

• a point x ∈ [N ]d such that f(x) = x;

• two points x, y ∈ [N ]d such that x ⪯ y and f(x) ̸⪯ f(y).

ここで，x ⪯ y は，すべての座標 i ∈ [d]において，xi ≤ yi が成り立つことを意味する．
Etessami et al. [11]は，計算問題 Tarski が計算量クラス PPAD ∩ PLSに属することを示した．し
かし，PPAD ∩ PLS困難であるかどうかは分かっていない．

4 おわりに
本稿では，不動点計算問題の難しさに関する最新の研究状況を紹介した．不動点計算問題に関する
一連の研究の流れで，筆者の貢献は次のふたつである：



• 計算問題 Caristi が PLS完全問題であることを示した；
• 計算問題 Brøndsted が，計算量クラス PPADに含まれ，計算量クラス PPAD ∩ PLS困難であ
ることを示した．

これらの成果は，[16]に掲載されている．
現在（2021年 12月中旬），不動点計算問題の研究で抱えている未解決問題は以下の通りである：

• 計算問題 Banach は，PPAD ∩ PLS完全問題であるか？
• 計算問題Brøndstedは，PPAD完全問題であるか，それとも PPAD ∩ PLS完全問題であるか？
• 計算問題 Tarski は，PPAD ∩ PLS完全問題であるか，それとも計算量クラス EOPLに含まれ
るか？

最後に，本稿で紹介した不動点計算問題はいずれも『弱近似』を求める計算問題である．これらの
計算問題とは別に，『強近似』を求める計算問題の難しさも考えられている．函数 f : [0, 1]3 → [0, 1]3

に対する ε-弱近似とは，∥f(x) − x∥ ≤ ε を満たす x ∈ [0, 1]3 である．一方で，ε-強近似とは，
∥x∗ − x∥ ≤ ε を満たす x ∈ [0, 1]3 である；ここで，x∗ ∈ [0, 1]∗ は函数 f の不動点である．すなわ
ち，f(x∗) = x∗ を満たす．弱近似と強近似の違いについては， Yannakakisのサーベイ論文 [25]を
参照することをおすすめする．
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