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概要
ランダム行列とは成分が確率変数で与えられる行列のことである．ランダム行列理論におい
て，その主な研究対象は確率的に定まる固有値，すなわち固有値分布である．歴史的，そして物
理的な背景から，行列のサイズを大きくしていった際の固有値分布の振る舞いにとくに興味が持
たれている．本講演ではユニタリ共役作用で分布が不変となるランダムエルミート行列の系列に
ついて，それらの主小行列の固有値分布がサイズが大きくなったとき，どのように決定されるか
を説明する．なお本講演は長谷部高広氏（北海道大学）との共同研究に基づいている．

1 導入
ランダム行列の数理的解析が始まったのは 1920年代の J.Wishartによる統計学の研究がはじめと
される．そこから少し時間が立って 50年代になって E.P.Wignerによる核物理の研究でふたたび現
れたのを皮切りに，ランダム行列はとくにその初期において主に物理学の分野で理論的な発展が進ん
だ．現在では素数分布との関連から数論などの純粋数学から，また無線通信理論への応用的な側面を
持つため工学からも興味が持たれており，さらなる理論的な解明が望まれる分野である ([13])．
ランダム行列やその系列が定める固有値分布の理論的な解析の道具のうちの一つに自由確率論と呼
ばれる研究分野がある．自由確率論とは簡単に述べると非可換な確率変数を調べる研究分野であり，
その重要な具体例・応用先としてランダム行列理論がある．とくに独立なランダム行列の系列がその
極限分布において自由独立性を満たすという重要な発見がこの分野の立ち上げの本格的なきっかけに
なった．またこの事実からとくに自由確率論はランダム行列やその極限を扱う理論的な枠組みとして
自然なものであると認識されている ([16])．
この他，自由確率論と他分野との関わりでとくに注目したいのはA.Vershik, S.Kerovらの漸近的表
現論である．漸近的表現論とはよくわかっている群の帰納極限として得られる巨大な群の指標などを
調べる研究分野である．例えば古典的な結果として有限対称群の帰納極限として得られる無限対称群
の指標への漸近理論，そしてヤング図形の最尤形状（しばしばVKLS(Vershik–Kerov–Lagan–Shepp)

曲線と呼ばれる）の発見などがある ([12])．自由確率論がその指標の極限における振る舞いを記述す
るのに役立つことが 90 年代に P.Biane によって発見されるなどその本質的な関わりが示唆されて
いる ([2])．対称群の漸近的表現論の文脈では発展していくヤング図形を扱うことが多く, ヤング図
形の表示として絶対値関数を器に見立てて箱を落としていくような, いわゆる露式表示が用いられる
([8]). こうするとヤング図形は有限台を持つ測度, または関数のグラフ, あるいはその極小値・極大値
として翻訳される. このとき interlaceする数列が現れる. Kerov はこうして漸近的表現論の研究に



おける副産物として得られた interlace する数列やそれを一般化した Rayleigh measure に関する研
究を行い, Markov–Krein対応などについての結果を得た ([10], [11]).

とくにランダム行列の観点から述べたとき，エルミート行列とその主小行列の固有値が満たす関係
として interlace する数列が現れる．Kerovはこの事実に関しても研究を行なっており，Wigner 行
列を Haar Orthogonal行列で共役をとったランダム行列とその主小行列の固有値分布の組で作られ
る折れ線グラフがその極限においても再び上で述べた VKLS曲線に集中していくという結果を得て
いる ([9])．これに引き続いて A.BufetovはWigner行列，Wishart行列の両クラスで同様の結果が
成り立つという結果を得た ([1])．上記二つの結果を受けて 2020年に Goel–Yaoは次の予想を提出し
た ([7]).

予想 1.1. ユニタリ共役不変なランダムエルミート行列 AN の経験固有値分布 1
N

∑N
i=1 δλi

がある確
率測度 mに確率弱収束すると仮定する．このとき，その主小行列 ÃN の固有値分布との組で作られ
る符号付き確率測度 τN =

∑N
i=1 δλi

−
∑N−1

j=1 δη̃i
は mをMarkov–Krein対応で引き戻した τ に確率

弱収束する．

注意 1.2. 1. 重要なランダム行列の二種類のクラス GUE(Gaussian Unitary Ensemble) と
Wishart行列はユニタリ共役不変である．

2. この予想はランダム行列理論における folklore—すなわち多くの研究者が主張は成り立つと認
識しているがどこにその正しい証明があるのか知らない—だったようである．

本稿ではどのようにしてこの主張が成り立つのかを説明する．なお，より詳しい説明また証明につ
いては参考文献，とくに論文 [6]を参照してほしい．

2 準備
主張と主結果について詳しく述べるためこの節ではいくつか必要な定義と記号を紹介しておく．

2.1 自由確率論
定義 2.1. nを自然数とする. 集合 {1, 2, . . . , n}を [n]で表す.

1. [n]の分割 ρとは [n]の部分集合族で, 空集合を持たず, どの共通部分も空集合で, 和集合が [n]

に一致するもの, すなわち:⊔
V ∈ρ

V = [n], V ̸= ∅ (V ∈ ρ), V1 ∩ V2 = ∅ (V1, V2 ∈ ρ, V1 ̸= V2).

分割 ρ ∈ P(n)の要素 V ∈ ρをブロックという. そして [n]の分割全体を P(n)で表す.

2. 分割 ρ ∈ P(n) が交差しているとは, あるブロック V1, V2 ∈ ρ (V1 ̸= V2) が存在し, 各 V1, V2

に要素 i1, i2 ∈ V1, j1, j2 ∈ V2 があって,

i1 < j1 < i2 < j2,

となるときにいう. P(n)のうち, 交差していないものを非交差分割と呼び, その全体を NC(n)



で表す.

3. NC(n)には次のようにして順序を定めることができる: ρ, ν ∈ NC(n)について任意の V ∈ ρ

に対してある V ′ ∈ ν が存在して V ⊂ V ′ となるとき,

ρ ≤ ν

と表す.

注意 2.2. 順序集合 NC(n)は以下の性質をみたす.

1. NC(n)には最小元 0n と最大元 1n が存在する:

0n = {{1}, . . . , {n}}, 1n = {{1, . . . , n}}.

2. NC(n)は束となる.

3. とくに NC(n)は有限半順序集合であるからMöbius関数 µn を持つ．

さらに NC(n)には Kreweras complementと呼ばれる反順序自己同型写像がある．

定義 2.3. NC(n)の元 ρに対し, 新たな元K(ρ) ∈ NC(n)を次のようにして定める:

step1: ρは [n] = {1, . . . , n}の分割であった. 1, . . . , nに対し, 1, . . . , nを間に差し込む:

1 1 2 2 . . . n n.

step2: このとき [n] = {1, . . . , n} と表し, [n] の分割全体を P (n), 非交差分割の全体を NC(n) と
表そう. いま任意の ν ∈ P (n) に対し ρ ∪ ν は {1, 1, . . . , n, n} の分割となる. よって, とく
に ν ∈ NC(n) で ρ ∪ ν ∈ NC(1, 1, . . . , n, n) となるもののうち最大のものをとる. これを
K(ρ) ∈ NC(n)として定める.

この対応K : NC(n) −→ NC(n)を Kreweras complement と呼ぶ.

命題 2.4. [15, Exercise 9.23.] Kreweras complement について, 以下の性質が成り立つ:

1. γn = (1, . . . , n) ∈ Sn を巡回置換とする. このとき γn : [n] −→ [n]より, 誘導される写像

γ∗
n : NC(n) −→ NC(n),

すなわち ρ = {V1, . . . , Vr} ∈ NC(n) に対し, γ∗
n(ρ) = {γ−1

n (V1), . . . , γ
−1
n (Vr)} が存在する.

とくに Kreweras complement についてK2(ρ) = γ∗
n(ρ)が成り立つ.

2. 1. より, K2n は恒等写像に等しいので, とくに Kreweras complement K は全単射である.

3. Kreweras complement K は順序反転な同型写像, すなわち ρ, ν ∈ NC(n), ρ ≤ ν に対し,

K(ν) ≤ K(ρ)となる.

4. 任意の ρ ∈ NC(n)について
|ρ|+ |K(ρ)| = n+ 1 (2.1)

が成り立つ.



これから NC(n)のMöbius関数 µn と Kreweras complementの関わりをみよう．NC(n)の最小
限 0n と最大元 1n を用いた µn の値 sn を

sn = µn(0n, 1n), n ≥ 1

として定める. 一般に次の命題が成り立つ:

命題 2.5. [15, Proposition 10.15.] n ≥ 1とする. このとき

sn = (−1)n−1Cn−1

が成り立つ. ここで, Cn−1 は (n− 1)番目の Catalan数である.

命題 2.6. (ρ, ν) ∈ NC(n)(2) とするとき, 区間 [ρ, ν]は以下のような自然な分解を持つ:

[ρ, ν] ∼= NC(1)t1 ×NC(2)t2 × · · · × NC(n)tn .

したがって,
µn(ρ, ν) = s1

t1s2
t2 · · · sntn

が成り立つ. とくに ρ = {V1, . . . , Vk} ∈ NC(n)に対し, µn(ρ) = µn(0n, ρ)と表すことにすると

µn(ρ) =
∏

1≤i≤k

(−1)|Vi|−1C|Vi|−1 (2.2)

となる.

これまでに説明してきたMöbius 関数 µn を用いて自由キュムラントを定めていこう.

定義 2.7. Aを単位元 1A を持つ C-代数で φ : A −→ Cを C-線型汎関数で φ(1A) = 1とする. この
とき (A, φ)を代数的確率空間と呼ぶ.

定義 2.8. (A, φ)を代数的確率空間とする.

1. An = A× · · · × Aに上の n重線型汎関数 φn を

φn[a1, . . . , an] = φ(a1 · · · an),

で定める.

2. 任意の ρ = {V1, . . . , Vl} ∈ NC(n)に対して φρ を以下のように定める:

φρ[a1, . . . , an] =
∏

1≤j≤l

φ|Vj |[ai1 , . . . , aip ],

ここで各 1 ≤ j ≤ lに対し Vj = {i1 < · · · < ip}である.

3. 任意の n ∈ N, ρ ∈ NC(n)に対し Rρ を

Rρ[a1, . . . , an] =
∑
ν≤ρ

φν [a1, . . . , an]µ(ν, ρ),

として定める.



Möbius 関数の性質と上の定義 2.8から次の定理が従う.

命題 2.9. 任意の n ∈ N, ρ = {V1, . . . , Vl} ∈ NC(n)に対し, 以下が成り立つ:

φρ[a1, . . . , an] =
∑
ν≤ρ

Rν [a1, . . . , an], (2.3)

Rρ[a1, . . . , an] =
∑
ν≤ρ

φν [a1, . . . , an]µn(ν, ρ), (2.4)

Rρ[a1, . . . , an] =
∏

1≤j≤l

R|Vj |[ai1 , . . . , aip ]. (2.5)

ここで各 1 ≤ j ≤ l に対し Vj = {i1 < · · · < ip}である. 上記の等式 (2.3)から (2.5)をまとめて自
由確率論のモーメント・キュムラント公式と呼ぶ.

最後に非交差分割全体 NC(n)が対称群 Sn 内の単位元 eから巡回置換 γn への測地線集合として
埋め込まれることをみよう. まず，よく知られているように対称群 Sn は互換によって生成される.

σ の長さ |σ|を σ の互換の積による最小実現数として定める．

|σ| = min{l | σ = π1 · · ·πl (ここで πj はすべて互換)}.

次に対称群 Sn 上に距離を定める.

定義 2.10.

1. σ, π ∈ Sn に対し, その距離 d(σ, π)を d(σ, π) = |σ−1π|で定める.

2. 巡回置換 γn = (1, . . . , n) ∈ Sn に対し, 単位元 eから γn までの測地線集合 SNC(γn)を

SNC(γn) = {σ ∈ Sn | d(e, σ) + d(σ, γn) = d(e, γn)}
= {σ ∈ Sn | |σ|+ |σ−1γn| = n− 1}

として定める.

3. σ, π ∈ SNC(γn), すなわち σ と π はそれぞれ単位元 eから γn までの測地線上にあるとする.

このとき, σ が π と同一の測地線上にあり, かつ π よりも eに近い, すなわち

d(e, σ) + d(σ, π) = d(e, π) ⇐⇒ |σ|+ |σ−1π| = |π|

が成り立つとき, σ ≤ π と表すことにする. これは SNC(γn)における順序となる.

[n]の分割全体 P(n)から対称群 Sn への対応 P を次のようにして与える:

step1: ρ = {V1, . . . , Vl} ∈ P(n) とする. このとき ρ の各ブロック Vj ∈ ρ (1 ≤ j ≤ l) に対し
V = {i1, . . . , ip}を単調増加になるように表示しよう.

step2: ρ の各ブロック Vj について巡回置換 πj = (i1, . . . , ip) を対応させ, P(ρ) をその積として定
める:

Pρ = π1 · · ·πl.

対応 P : P(n) −→ Sn を非交差分割 NC(n)上に制限すると, 次の重要な定理が成り立つ:



定理 2.11. [15, Proposition 23.23.] 対応 P : P(n) −→ Sn について NC(n)上に制限したもの

P : NC(n) −→ SNC(γn)

は順序同型写像となる.

注意 2.12. この定理から以下のことが直ちに従う: NC(n)とSNC(γn)は順序同型であるから, とく
に Möbius 関数が一致している. よって同一の記号 µn によって表そう. いま σ ∈ SNC(γn)のサイ
クル分解が σ = π1 · · ·πl とすると, 命題 2.6 の式 (2.2)より

µn(σ) =
∏

1≤j≤l

(−1)|πj |C|πj | = (−1)|σ|
∏

1≤j≤l

C|πj |. (2.6)

2.2 ユニタリ共役不変な行列と Haarユニタリ行列
エルミート行列の固有値について以下の命題が成り立つことが知られている.

命題 2.13 (Cauchy interlacing theorem). N ×N エルミート行列 AN = (aij)1≤i,j≤N の固有値が

λ1(AN ) ≤ · · · ≤ λN (AN )

であるとする. このとき, AN の主小行列 ÃN = (aij)1≤i,j≤N−1 の固有値が

λ1(ÃN ) ≤ · · · ≤ λN−1(ÃN )

であるとき, これらの固有値列は interlaceする. すなわち

λi(AN ) ≤ λi(ÃN ) ≤ λi+1(AN )

が任意の 1 ≤ i ≤ N − 1において成り立つ.

またユニタリ共役不変なランダムエルミート行列は Haar ユニタリ行列を用いて対角化できる．

命題 2.14. [3, Proposition 6.1.] AN はユニタリ共役不変なランダムエルミート行列とする. このと
き AN = UN

∗DNUN がほとんど確実に成り立つ. ここで

• UN は Haar ユニタリ行列.

• DN は AN の固有値を大きさ順に並べ対角行列にしたもの.

• UN と DN は独立.

定義 2.15. k ≤ N を自然数, UN = (uij)1≤i,j≤N を Haar ユニタリ行列とする. 各 σ ∈ Sk につい
て Weingarten 関数 Wg(σ,N)を次の式で定める:

Wg(σ,N) = E[u11u22 · · ·ukku1σ(1)u2σ(2) · · ·ukσ(k)].

注意 2.16. Weingarten 関数が類関数であること, すなわち

Wg(π−1σπ,N) = Wg(σ,N) σ, π ∈ Sk

は定義式から計算することで直ちにわかる.



Weingarten 関数について, 次の公式が成り立つ:

命題 2.17. [5, Proposition 2.3.] Ai, Bi (i = 1, . . . , k) を N × N 行列とする. このとき, 任意の
σ ∈ Sk について

E ◦ Trσ[A1UNB1UN
∗, . . . , AkUNBkUN

∗]

=
∑

σ1,σ2,σ3∈Sk
σ1σ2σ3=σ

Trσ1 [A1, . . . , Ak] Trσ2 [B1, . . . , Bk]Wg(σ3, N)

が成り立つ. とくに σ として γk = (1, 2, . . . , k)を取れば,

E ◦ Tr[(A1UNB1UN
∗) · · · (AkUNBkUN

∗)]

=
∑

σ,π∈Sk

Trσ[A1, . . . , Ak] Trπ[B1, . . . , Bk]Wg(π−1σ−1γk, N)

となる.

注意 2.18. Trσ[A1, . . . , Ak]は定義 2.8における φρ の定め方と同様, サイクル分解 σ = π1 · · ·πl ∈
Sk に対して

Trσ[A1, . . . , Ak] =
∏

1≤j≤l

Tr[Ai1 , . . . , Aip ],

と定めている. ここで各 1 ≤ j ≤ lに対し πj = (i1, · · · , ip)である.

とくに Weingarten 関数は以下のような漸近展開を持つことが知られている:

定理 2.19. [4, Theorem 2.7.] k ≤ N を自然数, σ ∈ Sk とする. このとき

Nk+|σ| Wg(σ,N) = µk(σ) +O

(
1

N2

)
,

ここで, µk(σ)とは σ の巡回置換分解が σ = π1 · · ·πl であったとき

µk(σ) =
∏

1≤j≤l

(−1)|πj |C|πj |

として定まる値である.

注意 2.20. これは式 (2.6)における µk(σ)と完全に一致しているため, 同一の記号を用いている.

2.3 Markov–Krein対応
この節では有限離散の場合における Markov–Krein対応を説明する. すなわち interlace する数列
と対応する折れ線図形, そして Rayleigh 測度と Kerov 推移測度という二つの測度の対応である. 参
考文献は主に [8],[10], [11],[12]である.

定義 2.21. 二つの実数列 {xi}Ni=1, {yj}
N−1
j=1 が

x1 ≤ y1 ≤ x2 ≤ y2 ≤ · · · ≤ yN−1 ≤ xN

となるとき interlace しているという.



Interlace する数列の組 {xi}Ni=1, {yj}
N−1
j=1 に対しそれぞれ {xi}Ni=1 を極小値に，{yj}N−1

j=1 を極大
値に持つ傾き ±1の連続関数 ω が対応する．いま折れ線図形の全体を D0 として表す.

折れ線図形 ω と intelace する数列 {xi}Ni=1, {yj}
N−1
j=1 の間には一対一の対応があり, また

1

2
ω′′(t)dt =

N∑
i=1

δxi(t)dt−
N−1∑
j=1

δyj (t)dt

という関係がある.

ここで右辺に現れている実測度を τ と書き, {xi}Ni=1, {yj}
N−1
j=1 から定まる Rayleigh 測度と呼ぶ.

すなわち

τ =

N∑
i=1

δxi −
N−1∑
j=1

δyj .

Interlace する数列 {xi}Ni=1, {yj}
N−1
j=1 と, 折れ線図形 ω, Rayleigh 測度 τ の間にはそれぞれ一対一

の対応がある. したがって, これらを以後同一のものとみなす.

次に interlace する数列 ω = ({xi}Ni=1, {yj}
N−1
j=1 )に対して有理関数

(z − y1) · · · (z − yN−1)

(z − x1) · · · (z − xN )
, z ∈ C

を定め, その部分分数分解を
(z − y1) · · · (z − yN−1)

(z − x1) · · · (z − xN )
=

u1

z − x1
+ · · ·+ uN

z − xN
, z ∈ C (2.7)

としよう. このとき留数 {ui}Ni=1 について次の性質が成り立つ.

ui > 0,

N∑
i=1

ui = 1.

この {ui}Ni=1 を用いて有限集合 {xi}Ni=1 を台に持つ確率測度 mω を定める:

mω =

N∑
i=1

uiδxi
.

これを ω から定まる Kerov 推移測度と呼ぶ.

有限集合を台に持つ確率測度の全体をM0 とすると, 上記の対応 ω −→ mω は D0 からM0 への
全単射対応となっている. これを有限離散の場合におけるMarkov–Krein対応と呼ぼう.

とくにモーメントについて注目すべき性質があることに注意したい. いま, m =
∑N

i=1 uiδxi と
τ =

∑N
i=1 δxi −

∑N−1
j=1 δyj がMarkov–Krein対応によって結ばれているとする. このとき有理関数

の等式 (2.7)が成り立っている. これを expや log, そしてその級数展開を用いて式変形することによ
り, 母関数の関係式

∞∑
n=0

Mn(m)

zn
= exp

( ∞∑
k=1

Mk(τ)

k

1

zk

)
, |z| ≫ 1 (2.8)

が成り立つことがわかる. したがって, mと τ のそれぞれのモーメント {Mn(m)}n∈N と {Mk(τ)}k∈N

の関係は完全対称関数とべき和対称関数の間の関係と同一である.

なおここで述べた結果は連続に拡張することができる ([11]).



3 詳しい問題設定と主結果
ユニタリ共役不変なランダム行列 AN の固有値分布を ΛN = (λ

(N)
1 ≤ · · · ≤ λ

(N)
N )，経験固有値分

布を mN = 1
N

∑N
i=1 δλ(N)

i
とおく．いま N → ∞において mN がある確率測度 mにモーメント確率

収束し, k 次モーメントもそれぞれ期待値が有界であるという仮定する．すなわち

sup
N≥1

E[Mk(mN )] < ∞ and Mk(m) < ∞, k ∈ 2N

lim
N→∞

P[|Mk(mN )−Mk(m)| ≥ ϵ] = 0, k ∈ N, ϵ > 0.

いまMarkov–Krein対応によって m（resp.mN）には τ（resp.τN）がその Rayleigh 測度として対
応しているとしよう. とくにここで τN =

∑N
i=1 δλ(N)

i
−
∑N

j=1 δη(N)
j
であり, 各HN = (η

(N)
1 ≤ · · · ≤

η
(N)
N−1)は ΛN に対し interlace している:

λ
(N)
1 ≤ η

(N)
1 ≤ λ

(N)
2 ≤ η

(N)
2 ≤ · · · ≤ λ

(N)
N−1 ≤ η

(N)
N−1 ≤ λ

(N)
N .

またそれぞれモーメント {Mn(m)}n∈N（resp.{Mn(mN )}n∈N）と {Mk(τN )}k∈N（resp.{Mk(τ)}k∈N）
の間には完全対称関数とべき和対称関数の対応があることから mN が mにモーメント確率収束する
ことと, τN が τ にモーメント確率収束することは同値である.

一方, AN はエルミート行列であるから命題 2.13(Cauchy interlacing theorem) より, その主小行
列 ÃN の固有値分布 H̃N = (η̃

(N)
1 ≤ · · · ≤ η̃

(N)
N−1)も同様に ΛN に対し interelace している:

λ
(N)
1 ≤ η̃

(N)
1 ≤ λ

(N)
2 ≤ η̃

(N)
2 ≤ · · · ≤ λ

(N)
N−1 ≤ η̃

(N)
N−1 ≤ λ

(N)
N .

この interlaceしている固有値分布 ΛN , H̃N を用いて Rayleigh測度 τ̃N =
∑N

i=1 δλ(N)
i

−
∑N−1

j=1 δ
η̃
(N)
j

を定める.

このとき, 以下の結果が成り立つ:

定理 3.1. τ̃N は τ にモーメント確率収束する.

証明の鍵は節 2.2で紹介した命題 2.17である. とくにMk(τN )を公式を用いて展開し，自由確率
論的な式変形を使いながら計算を進めていくと, 次の定理が示唆される．

定理 3.2. mを確率測度, τ をその Rayleigh 測度とする. このとき

Mk(τ) =
∑

ρ∈NC(k)

(k + 1− |ρ|)Rρ(m) (3.1)

が成り立つ. ここで, NC(k)は {1, . . . , k}の非交差分割で Rρ(m)は, mの自由キュムラントである.

この等式は M.Lassalle が 2009 年に得ていた公式を非交差分割を用いて書き直すことによって得
られる ([14])．論文 ([6])の中では非交差分割の組み合わせ的構造に注目した別証明を与えた．
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