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1 導入

次の走化性方程式系の初期値境界値問題の解の有界性とその漸近挙動を考える:

ut = ∇ ·
(
(u+ 1)m−1∇u− χu(u+ 1)p−2∇v + ξu(u+ 1)q−2∇w

)
, x∈Ω, t>0,

0 = ∆v + αu− βv, x∈Ω, t>0,

0 = ∆w + γu− δw, x∈Ω, t>0,

∇u · ν = ∇v · ν = ∇w · ν = 0, x∈∂Ω, t>0,

u(x, 0) = u0(x), x∈Ω.

(1)

ここで, Ω ⊂ Rn (n ∈ N) は滑らかな境界をもつ有界領域, m, p, q ∈ R, χ, ξ, α, β, γ, δ > 0 は定数,

u0 ∈ C(Ω) \ {0}は非負値関数であり, ν は ∂Ωの外向き単位法線ベクトルである.

問題 (1)において m = 1, p = q = 2の場合は, アルツハイマー病で観測される細胞の凝縮現象を

記述するモデルである. ここで, uは細胞の密度, v は化学誘引物質の濃度, w は化学忌避物質の濃度

を表す. 問題 (1)は, そのモデルを一般化したものであり, 同様の一般化は Keller–Segel系に対して

も以下のようになされている:{
ut = ∇ ·

(
(u+ 1)m−1∇u− χu(u+ 1)p−2∇v

)
,

vt = ∆v + αu− βv.
(2)

特に, (2)においてm = 1, p = 2の場合が古典的な Keller–Segel系である.

本研究のテーマは次の二つである:

(I) 問題 (1)の解の有界性.

(II) 問題 (1)の有界な解の漸近挙動.

まず, (I) に関連する先行研究と本研究の目的を説明する. Keller–Segel 系 (2) の解挙動は, 拡散

項 ∇ ·
(
(u + 1)m−1∇u

)
に現れる m, 誘引項 −χ∇ ·

(
u(u + 1)p−2∇v

)
に現れる p, 次元 nに関する

条件により分類される. 実際, p < m + 2
n の場合は解の有界性が示されており (Tao–Winkler [11],

Ishida et al. [6]), p > m + 2
n の場合は爆発解の存在が得られている (Winkler [12], Cieślak–

Stinner [2, 3]). これに対して, 反発項 ξ∇ ·
(
u(u+ 1)q−2∇w

)
を含む問題 (1)では, 別の観点で解挙



動を分類する結果が, 特別な場合に知られている. 実際, m = 1, p = q = 2のとき, χα− ξγ < 0の場

合は解の有界性が得られており (Tao–Wang [10]), χα− ξγ > 0の場合は爆発解の存在が示されてい

る (Fujie–Suzuki [5], Lankeit [7]). これらの結果から, 問題 (1)の解挙動について, 反発項の効果が

誘引項の効果より強い, (i) p < q, または (ii) p = q かつ χα− ξγ < 0, の場合には, 条件 p < m+ 2
n

を仮定することなく (1)の解の有界性が得られると予想される. 本研究の第一の目的は, この予想を

反映する結果を導くことである.

次に, (II) に関連する先行研究と本研究の目的を説明する. 問題 (1) において m = 1, p = q = 2

の場合の解の漸近挙動は, 係数または初期値の小ささに条件を課すことで決定されている. 実際, 係数

に条件を課す場合については, Tao–Wang [10]により n ∈ {2, 3}で χα− ξγ < 0, β = δ の場合に漸

近挙動が決定されている:

u(·, t) → u0 in L∞(Ω) (t → ∞),

v(·, t) → α

β
u0 in L∞(Ω) (t → ∞),

w(·, t) → γ

δ
u0 in L∞(Ω) (t → ∞).

その後, Lin–Mu–Zhou [9] により n ≥ 2 の場合に係数 β, δ に対する条件が一般化された. 一方, 初

期値の小ささに条件を課す場合については, Li–Lin–Mu [8]により n = 2で χα − ξγ = 0の場合に

∥u0∥L1(Ω) に対する小ささの条件の下で上の漸近挙動が得られている. 特に, [8]では p = q = 2であ

ることを活かして, z := χv − ξw と変換することで, 問題 (1)を Keller–Segel系{
ut = ∆u−∇ · (u∇z),

0 = ∆z − z + (β − δ)u

に帰着させる議論が利用されている. しかし, p ̸= q の場合の問題 (1)は, Keller–Segel系には帰着で

きない. そこで本研究では, 準線形走化性方程式系{
ut = ∇ ·

(
(u+ 1)m−1∇u− χu(u+ 1)p−2∇v

)
,

vt = ∆v − v + u
(3)

の解の漸近挙動を決定した Cieślak–Winkler [4]の手法に着目した. [4]では, 条件 n ≥ 2, p −m ∈
[0, 2

n ), χ∥u0∥p−m
L1(Ω) <

1
C2

⟨p−m⟩
の下でこの方程式系の解 (u, v)の漸近挙動が

u(·, t) → u0 in L∞(Ω) (t → ∞),

v(·, t) → u0 in L∞(Ω) (t → ∞)

と決定されることが示されている. ここで u0 := 1
|Ω|

∫
Ω
u0 であり, C⟨p−m⟩ > 0 は次の Poincaré–

Sobolevの不等式で θ := p−mとした際に現れる定数である:

∥φ− φ∥L2(Ω) ≤ C⟨θ⟩∥∇φ∥
L

2
θ+1 (Ω)

∀ θ ∈
[
0,

2

n

)
∀φ ∈ W 1, 2

θ+1 (Ω). (4)

本研究の第二の目的は, (3)に反発項が加わり, 第 2方程式及び第 3方程式が楕円型である問題 (1)に

対しても, [4]の手法が有効であることを確認することである.



2 主結果

問題 (1)の解の有界性及びその漸近挙動に関して, 以下の結果を得た.

定理 1 (解の有界性; [1, Theorems 3.1, 3.3]). 次の (i), (ii)のいずれかを仮定する:

(i) p < q;

(ii) p = q かつ χα− ξγ < 0.

そのとき, 任意の非負値関数 u0 ∈ C(Ω) \ {0}に対して, 問題 (1)の時間大域的古典解 (u, v, w) が一

意的に存在して, 次の意味で有界である:

∃C > 0; ∥u(·, t)∥L∞(Ω) ≤ C (t > 0).

定理 2 (解の漸近挙動). n ≥ 2 とし, 問題 (1) の有界な解の存在を仮定する. また, m, p は

p−m ∈ [0, 2
n ]を満たし, 非負値関数 u0 ∈ C(Ω) \ {0}は

χα∥u0∥p−m
L1(Ω) ≤

1

2C⟨p−m⟩

を満たすと仮定する. ここで, C⟨p−m⟩ > 0は不等式 (4)で θ := p−m としたときに現れる定数であ

る. そのとき, 問題 (1)の解 (u, v, w)に対して, 次が成立する:

u(·, t) → u0 in L∞(Ω) (t → ∞),

v(·, t) → α

β
u0 in L∞(Ω) (t → ∞),

w(·, t) → γ

δ
u0 in L∞(Ω) (t → ∞).

ここで, u0 := 1
|Ω|

∫
Ω
u0 である.

証明の鍵. 定理 1の証明における鍵は, 問題 (1)の解 (u, v, w)に対して, 次が成り立つことを示すこ

とである: 任意の ε > 0と ℓ > 1に対して定数 c(ε, ℓ) > 0が存在して,∫
Ω

wℓ ≤ ε

∫
Ω

uℓ + c(ε, ℓ).

また, 定理 2の証明の方針は, ∫ ∞

0

∫
Ω

(u− u0)
2 ≤ c1 (c1 > 0)

の導出である. この評価が得られると, uの一様評価 ∥u∥C2,1(Ω×[0,∞)) ≤ c2 (c2 > 0)と Gagliardo–

Nirenbergの不等式の援用により, uが u0 に L∞(Ω)の位相で収束することを示すことができる.
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